Abschnitt 3

Die Fundamentalgruppe

Wege
3.1 Definition. Seien X ein Raum und w,w’: I — X Wege in X mit
w(1) = w'(0). Wir bezeichnen mit w~ den Weg
w =X
t—w(l—t)

und mit w * w’ den Weg

wrxw: I — X
w(2t), t< i
t s
w'(2t—1), t> 3.

N[ NI

Auflerdem bezeichnen wir fiir x € X mit ¢, den konstanten Weg

ce: I > X
t— x,
der in {x} verlduft.

3.2 Proposition. Seien X,Y Rdume, f: X — Y stetig, w,w’: I — X stetig
mit w(1) = w'(0). Dann ist (fow)(1) = (fow')(0) und (fow)* (fow') =
fo(wxuw'). O
3.3 Proposition. Sind v,v',w,w’: I — X stetig mit v(1) = w(0), und ist
v~ rel {0,1}, w~w rel {0,1}, so ist vxw ~v *xw' rel {0,1}.
Beweis. Sei F' die Homotopie zwischen v und v/, G die Homotopie zwischen
w und w’. Dann ist

IxI—X

(5.) o> {F(Qs,t),

s < 3,
G(2s—1,t), s>1

eine Homotopie zwischen v * w und v" x w’, und diese Homotopie hélt {0,1}
(sogar {O, 3, 1}) fest. O

{prop:f-sharp-homo}

{prop:mult-well-def}
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3.4 Proposition. Sei X ein Raum, w,w’,w": I — X stetig, w(1) = w'(0),
w'(1) = w"(0). Dann gilt:

(i) (wxw)*xw” ~w=x (wxw”) rel {0,1},
() Cyo) ¥ W = w = wxcypy rel {0,1},
(ii3) w* w™ = ¢y rel{0,1}.

Beweis. Zu Man kann die Homotopie direkt angeben, und das sei zur
Ubung empfohlen. Wir gehen hier etwas anders vor: Wir definieren zunichst

f:10,3] = X

f ist stetig, und fiir a,b € R,
la,b: I >R
s—=s-b+(1—35)-a.

Dann ist zum Beispiel w’ = foly 2, also (wxw’) xw” = fo ((lo,1 *112) *l23)
und w * (W' * w”) = f o (lo;1 * (1,2 * l23)). Wegen [Proposition 2.4] gentigt es
nun, zu zeigen, dass

(l(),l * l172) * l273 ~ 1071 * (ZLQ * 1273) rel {0, 1},

beide Seiten aufgefasst als Wege in [0, 3]. Da beide Wege Anfangspunkt 0 und
Endpunkt 3 haben, folgt dies aber mit [Proposition 2.5|aus der Konvexitét
von [0, 3].

Zu Es ist cy) * w = wo (co *1id;) und w = w oid;. Nun sind
co *id; und id; beides Wege in I mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 und
Cuw(0) ¥ w = w rel {0,1} folgt wie eben, und w >~ w * ¢,y(1) rel {0,1} ebenso.

Zu |(iii); Wie eben mit w * w™ = w o (lp,1 * [1,0), Cuw(0) = W © Co. O

Die Fundamentalgruppe

Diese Untersuchungen machen die folgende Definition mdéglich.

3.5 Definition. Sei X ein Raum und xzy € X. Dann bezeichnen wir mit
m1(X, zg) die Menge der Aquivalenzklassen von stetigen Wegen w: I — X
mit w(0) = w(1) = zo beztiglich Homotopie relativ zu {0, 1}. Einen Weg w
mit w(0) = w(1) = xo nennen wir einen geschlossenen Weg bei xo oder eine
Schleife bei xg.

{prop:path-mult-

{it:a}
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Auf 71 (X, z9) ist durch
[w] - [w'] = [w = w']

eine Multiplikation erkléart, die 71(X, zg) zu einer Gruppe mit neutralem
Element [cz,] macht. 71(X, zo) heifit die Fundamentalgruppe von X mit
Basispunkt x.

3.6 Definition. Ein Raum mit Basispunkt ist ein Paar (X, z¢), wobei X
ein Raum ist und z9 € X. Sind (X, z9), (Y,y) Réume mit Basispunkt,

so heiit eine Abbildung f: X — Y basispunkterhaltend, wenn f(z¢) = yo.

Wir schreiben hierfiir f: (X,z9) — (Y,y0). Sind f,g: (X,20) — (Y, 0)
basispunkterhaltende Abbildungen, so werden wir unter einer Homotopie
zwischen f und g, wenn wir nichts anderes bemerken, immer eine Homotopie
relativ zu {zg} verstehen. Wollen wir explizit sagen, dass eine Homotopie
nicht relativ zum Basispunkt zu sein braucht, so reden wir von einer freien
Homotopie.

3.7 Definition und Proposition. Seien (X, x¢) und (Y,yo) Rdaume mit
Basispunkt, f: (X,x0) — (Y,y0) stetig. Dann definieren wir

m1(f): m(X,zo) = m1(Y, 90)
[w] = [f ow].

Dies ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Gruppen. An Stelle von
m1(f) schreiben wir auch fy.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus [Proposition 2.4] die Vertréglichkeit
mit der Multiplikation aus [Proposition 3.2| O

3.8 Proposition. Seien (X, xq), (Y,y0), (Z,20) Raume mit Basispunkt,
f7 f/: (Xa JI()) - (K yO)) g: (Y7 yO) - (Zv ZU) stetig. Dann ngt

(i) Ist f ~ f' (relativ zu {xo}), so ist w1 (f) = m1(f’).
(i) Es ist m1(1d(x z0)) = idr, (x,00)-
(iti) Es ist mi(go f) =m(g) o m(f).
Beuweis. folgt aus [Proposition 2.4} und sind klar. O

Die Fundamentalgruppe erlaubt es uns, topologische Situationen in alge-
braische zu {ibersetzen, wobei man dann hofft, dass letztere einfacher sind.
Zum Beispiel hat man:

3.9 Proposition. Seien (X,xq) und (Y,yo) Rdaume mit Basispunkt und
f1(X,z0) = (Y,v0) und g: (Y,y0) = (X, x0) stetige Abbildungen. Gelten
gof ~id(xa und fog =~idy,,, soist fg: m(X,z0) = m(Y,y0) ein
Isomorphismus.

{prop:pil-func}

{it:homot}
{it:id}

{it:cmps}

{prop:bp-fg-iso}



{prop:1-connected}

{cor:fg-contractible}
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Beweis. Aus gof ~ idx 4 folgt ggofy = (90f)y = (id(x.20))% = idz, (X,20)-
Aus fog~idgy,,) folgt, dass fy o gy = id (v,y,)- Das heiit gerade, dass
f ein Isomorphismus und invers zu gy ist. O

3.10 Beispiel. Sei zp € S ! und i: (S",z9) — (R™\ {0}, ) die Inklusi-
on. Wir haben in eine Abbildung r: (R™\ {0}, z0) — (S"71, z0)
angegeben, so dass 701 = id(gn-14,) und ¢ o r =~ id(rn\{0},z,), €S ist also
iy (S 20) = m(R™\ {0}, z0) ein Isomorphismus mit inverser Abbil-
dung 74.

In [Proposition 3.9 miissen wir bei den Abbildungen und Homotopien die
Basispunkte beachten, wir werden spéter sehen, dass sich das in diesem Fall
umgehen ldsst. Fur den Spezialfall, dass Y ein einpunktiger Raum ist, sehen
wir es bereits in dem gleich folgenden Korollar.

3.11 Proposition. Fin Raum X ist genau dann 1-zusammenhdngend, wenn
X nicht-leer und wegzusammenhdngend ist und fiir jedes xg € X die Funda-
mentalgruppe 71 (X, zg) trivial ist.

3.12 Bemerkung. Es ist auch nicht schwer zu zeigen, dass fiir einen wegzu-
sammenhénden Raum X gilt, dass wenn 71 (X, z¢) fir einen Basispunkt xg
trivial ist, dann fiir alle. Wir werden spéter noch eine allgemeinere Aussage
zeigen.

3.13 Korollar. Sei X zusammenziehbar und xo € X. Dann ist w1 (X, xo)
eine triviale Gruppe.

Beweis von [Proposition 5.11. Sei wieder

p: I — S,
p(t) = (cos(2mt), sin(27t))

und zp = p(0) = p(1). Wir erinnern daran, dass stetige Abbildungen
f: (St 2) = (X,20) via f — f op in Bijektion zu Schleifen bei zq ste-
hen, und dass f ~ g rel {z¢} genau dann, wenn fop~goprel {0,1}.

Es ist also m1 (X, x) fiir alle 29 € X genau dann trivial, wenn fiir alle
f: (S 20) = (X, m0) gilt, dass f relativ zu {2} homotop zu der Abbildung
ist, die konstant xg ist. Nach [Proposition 1.12] und Aufgabe 6 ist dies genau
dann der Fall, wenn sich jedes solche f zu einer Abbildung auf ID? fortsetzen
lasst. Die Behauptung folgt. O

Bisher wissen wir nicht einmal, dass es einen Raum gibt, dessen Funda-
mentalgruppe nicht trivial ist, und ohne dieses Wissen kann diese Theorie
nicht hilfreich sein. Unser néchstes Ziel wird daher sein, die Fundamental-
gruppe von S' zu bestimmen und zu zeigen, dass sie nicht trivial ist. Spéter
werden wir dann noch Hilfsmittel kennenlernen, um die Fundamentalgruppen
vieler Rdume zu bestimmen.
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Uberlagerungen und die Fundamentalgruppe von S*

Uberlagerungen (die Definition folgt weiter unten) stehen in engem Zusam-
menhang mit der Fundamentalgruppe. Wir beginnen mit einem einfachen,
aber grundlegenden Beispiel.

Wenn wir die Theorie der Fundamentalgruppe gewinnbringend anwenden
wollen, miissen wir die Fundamentalgruppe eines Raumes bestimmen, fiir den
sie nicht trivial ist. Der grundlegende Fall ist die Kreislinie. Wir betrachten
fiir k € Z die Abbildung

Uk * I — Sl
s — (cos2mks, sin 27ks).

Das ist eine Schleife bei (1,0). Anschaulich wickelt diese das Einheitsintervall
k-mal um die Kreislinie herum. Wir werden im folgenden zeigen, dass wir
ug, ~ u; rel {0,1} nur fiir k¥ = [ haben und dass zu jeder Schleife w in S! bei
(1,0) ein k € Z existiert, so dass w ~ uy rel {0,1}. Wir werden also zeigen,
dass

®: 7 — m (S, (1,0))

eine Bijektion (und in der Tat ein Isomorphismus von Gruppen) ist. Dabei
wird es sich als hilfreich erweisen, die Abbildung

p:R— St

r +— (cos 27r, sin 27r)
und die Wege

Uk:I—>R
s— ks

in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k£ zu betrachten. Es ist dann
uy, = p o vg. Die Abbildung p: R — S! ist ein Beispiel einer Uberlagerung.

3.14 Definition. Eine Abbildung p: X — Y heifit eine Uberlagerung, wenn
X und Y wegzusammenhéngende und lokal wegzusammenhéngende (Defi-
nitionen und [0.79) Hausdorffraume sind, p surjektiv ist und zu jedem
y € Y eine offene Umgebung U existiert, so dass fiir jede Wegkomponente
V von p~![U] die Einschrinkung von p einen Homéomorphis-
mus V — U ergibt. Mengen U dieser Art nennen wir gleichmdf$ig tiiberdeckt
oder elementar, die Wegkomponenten von p~![U] die Bldtter iiber U.

3.15 Proposition. Die oben beschricbene Abbildung p: R — S' ist eine
Uberlagerung.



{prop:path-lifting}
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Beweis. Zunichst sind R und S' zusammenhingend, lokal wegzusammen-
hingend und hausdorffsch. Auerdem ist p surjektiv. Sei nun = € S! beliebig,
etwa z = p(r). Wir zeigen, dass U := S! \ {z} gleichmifig iiberdeckt ist. U
ist offen und p~[U] = R\ {r + 2: z € Z}. Die Wegkomponenten von p~![U]
sind also die offenen Intervalle (r + z,r + z + 1) fir z € Z. Fiir jedes z € Z
ist die Einschrankung von p

(r+zr+z+1)—>U

z > (cos 2z, sin 27x)

ein Homdomorphismus. Ist nun y € S beliebig, so liegt ¥ in der gleichméBig
iiberdeckten Menge S' \ {—y}. O

Ist Z ein Raum, p: X — Y eine Uberlagerung und f: Z — Y eine stetige
Abbildung, so kénnen wir uns fragen, ob eine stetige Hochhebung von f, also
eine Abbildung f: Z — X mit po f = f, existiert. Das wird im allgemeinen
von Z und f abhéngen. Fiir Wege, also fiir Z = I, werden wir nun aber
sehen, dass eine stetige Hochhebung immer existiert und zwar fiir jedes
z € p~{f(0)}] genau eine mit f(0) = .

Ist der Weg so kurz, dass er ganz in einer gleichméflig iberdeckten Menge
verlduft, so ist dies klar. Im allgemeinen werden wir den Weg in so kurze
Stiicke zerlegen, dass dies fiir diese gilt. Dies wird das Lebesgue-Lemma
leisten, das wahrscheinlich aus der Analysis-Grundvorlesung bekannt ist. Wir
erinnern kurz daran.

3.16 Lemma (Lebesgue). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und C
eine offene Uberdeckung von X. Dann existiert ein § > 0, so dass fiir jedes
x € X ein O € C existiert, so dass Bs(x) C O.

Beweis. Zu jedem x € X gibt es ein e, > 0, so dass By, (z) in einem
Element von C liegt. Da {B., (z): 2 € X} eine offene Uberdeckung von X
ist, existiert aufgrund der Kompaktheit von X ein n € N und z1,...,z,, so
dass X = Up—y Be,, (%n). Setze § := min{e;,: 1 <k <n}. Ist nun y € X
beliebig, so existiert ein k mit y € Be, (z)). Nun ist Bs(y) C Ba.,, und liegt
damit ganz in einem Element von C. O

3.17 Proposition (Hochheben von Wegen). Ist p: X — Y eine Uberlage-
rung, w: I — Y stetig und xog € X mit p(xg) = w(0), dann gibt es genau
eine stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = xp und pow = w.

Beweis. Sei {U;: j € J} eine offene Uberdeckung von Y bestehend aus gleich-
méBig iiberdeckten Mengen. Dann ist {w™![U;]: j € J} eine offene Uber-
deckung von I. Nach dem Lebesgue-Lemma gibt es also ein N € N\ {0}, so
dass zu jedem k£ mit 0 < k£ < N ein j € J mit w Hk—&l, %” C U; existiert.

Fiir solches N werden wir fiir 0 < k < N induktiv zeigen, dass es genau ein
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stetiges 10y, - [0, %} — X mit @;(0) = 2o und po @y = wl[y 1 gibt. Der Fall

)

k = N zeigt dann die Behauptung. Wir setzen I := %, ~ |-

wp(0) = zo erledigt & = 0. Sei nun 0 < £ < N und Existenz und
Eindeutigkeit von wy_1 bereits gezeigt. Dann muss Wy, wenn es existiert, auf

\w e
- g

{O, 1%1} mit Wy ibereinstimmen. Es bleibt also zu zeigen, dass es genau

ein stetiges f: I, — X mit f(%) = W_1 (kN ) und po f = wly, gibt. @
erhélt man dann durch Zusammensetzen von w,_1 und f. Nun gibt es ein

J € J mit w[l] C Uj. Es ist p(wk 1 (kNl)) = w(kNl) € Uj. Sei V die

Wegkomponente von p~[U 51, in der wy_q ( ) liegt. Jede stetige Abbildung
f mit den geforderten Eigenschaften muss nun, da [ wegzusammenhéngend
ist, ihr Bild in V' haben. Da die Einschriankung von p einen Homéomorphismus
V' — Uj liefert, gibt es genau ein solches f, namlich die Komposition von
w|r, mit dem Inversen dieses Homéomorphismus. H

3.18 Korollar. Die Abbildung ® ist surjektiv.

Beweis. Sei a € (S, (1,0)), @ = [w]. Wir betrachten die oben beschriebene
Uberlagerung p: R — S'. w lisst sich zu einem Weg in R mit Anfangspunkt
0 hochheben, das heifit es gibt einen stetigen Weg w: I — R mit w(0) =0
und pow = w. Aus p(w(1)) = w(1l) = (1,0) folgt, dass w(l) € Z, sagen
wir w(1) = k. Nun ist aber R konvex, also ist @ ~ vy, rel {0,1}. Damit ist
a=[w]=[pow] = [pouvy] = [u] = (k). O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Hochhebungen homotoper Wege mit
gleichem Anfangspunkt homotop sind.

3.19 Proposition (Hochheben von Homotopien). Sei p: X — Y eine
Uberlagerung und F: IxI —'Y stetig. Ist f: I — X stetig mztpof F(e,0),
so existiert eindeutig eine stetige Abbildung F: I x I — X mit F( 0) = f
undpo F = F.

Beweis. Existiert ein solches F', so ist fiir jedes s € I die Einschréankung
F(s e) eine Hochhebung des Weges F'(s, @) zu einem Weg mit Anfangspunkt
f (s). Aus der Elndeutlgkelt von Hochhebungen von Wegen folgt also schon
die Eindeutigkeit von F. AuBerdem definiert dies F bereits, so dass wir nur
noch die Stetigkeit nachzupriifen haben.

Aus dem Lebesgue-Lemma folgt wieder die Existenz eines N € N, so

dass F H— H'Tl} X [%,%” fiir alle 0 < k,I < N in einer gleichméflig

iiberdeckten Menge enthalten ist. Es geniigt, zu zeigen, dass fiir alle 0 <

k,l < N die Einschrinkung von F auf [%, l%} X [%, M} stetig ist, da I x 1

die Vereinigung dieser endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist. Wir tun dies
fiir festes | per Induktion tiber k. Zur Abkiirzung setzen wir B := [%, l#}

und Iy = [ &, B,

{prop:homotopy-lifting}
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Sei also 0 < k < N und F fiir alle k¥ < k auf B x Iy stetig. Dann ist
F zumindest auf B x {%} stetig. (Fir £ = 0 folgt das aus der Stetigkeit

von f.) Sei U eine gleichmiBig iiberdeckte Menge, die F[B x I enthilt. Da
B x {%} wegzusammenhéngend ist, folgt nun aus der Stetigkeit von F auf

dieser Menge, dass F {B X {%H ganz in einer Wegkomponente V' von p~t[U]
liegt. Da ja die Einschrénkung von p einen Homéomorphismus von V' auf U
ergibt, existiert eine stetige Abbildung G: Bx [, =V mit po G =F | BxI,
und G|BX{%} = F|BX{%}. Fiir jedes r € B sind G|y« und Flgyr,

Hochhebungen von F'|(,y, 7, mit G (r, %) =F (r, %) Aus der Eindeutigkeit
von Hochhebungen von Wegen bei vorgegebenem Anfangspunkt folgt, dass
F auf B x I, mit G ibereinstimmt und daher dort stetig ist. O

3.20 Korollar. Sei p: X — Y eine Uberlagerung, v,w: I — Y stetig. Ist
v~wrel {0,1} und sind 0,%w: I — X stetige Hochhebungen mit gleichem
Anfangspunkt, also v =pov, w = pow, v(0) = w(0), so ist v ~ w rel {0,1},
also insbesondere v(1) = w(1).

Beweis. Sei F' eine Homotopie relativ zu {0, 1} zwischen v und w. Dann
existiert nach dem eben gezeigten eine stetige Abbildung F: I x I — X
mit F(s,0) = #(s) fiir alle s € I. Da F(0, ) eine stetige Hochhebung des
konstanten Weges F'(0, o) ist, konstante Wege aber sicher eine konstante
Hochhebung besitzen, folgt aus der Eindeutigkeit der Hochhebung eines
Weges bei gegebenem Anfangspunkt, dass F(0,t) = #(0) fiir alle t € I und
ebenso F(1,t) = #(1). Nun sind F'(e,1) und @ beides stetige Hochhebungen
von F(e,1) = w, und es ist F(0,1) = #(0) = @(0). Wieder aus der Eindeu-
tigkeit der Hochhebung von Wegen folgt F(s,1) = 1w(s) fiir alle s € I. Wir
haben gezeigt, dass F' eine Homotopie zwischen ¥ und @ relativ zu {0,1}
ist. O

3.21 Korollar. Die Abbildung ® ist injektiv.
Beweis. Seien k,l € Z, ®(k) = ®(l), also [ug] = [w]. Die Wege vi, und v,

sind Hochhebungen von u;, beziehungsweise u; und vg(0) = 0 = v;(0). Aus
[ug] = [w] folgt nun k = vi(1) = v (1) = 1. O

3.22 Korollar. S! ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Zusammenziehbare Raume haben triviale Fundamentalgruppen,
aber 71(S!, (1,0)) ist nicht trivial. O

3.23 Proposition. Die Abbildung ®: (Z,+) — 71(St, (1,0)) ist ein Isomor-
phismus.
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Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass ® eine Bijektion ist, miissen also
nur noch zeigen, dass ® ein Homomorphismus ist. Seien k,l € Z. vj, ist eine
Hochhebung von uj mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k. Nun ist

w: I — R
s—k+1s

eine Hochhebung von u; mit Anfangspunkt & und Endpunkt k+[. Wir konnen
also vg *w bilden, und da R konvex und dies ein Weg mit Anfangspunkt 0 und
Endpunkt k41 ist, gilt vg*w =~ vy rel {0,1}. Es folgt ®(k)P(l) = [ug][w] =
[ug xw] = [(powvr)* (pow)] = [po (v xw)] = [povgt] = [urp] = R(k+1). O

Dies ermoglicht nun schon einige Anwendungen.
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