Abschnitt 7

Deckbewegungen und die
Klassifikation von Uberlagerungen

Wir beginnen mit einer wichtigen Hochhebungseigenschaft. Man mache
sich klar, dass in der folgenden Proposition der Fall Z = S! bereits direkt
aus den Lemmata iiber Hochhebungen von Wegen und Homotopien von
Wegen folgt, denn dieser Fall ldsst sich zu der Frage umforlieren, wann sich
ein geschlossener Weg zu einem geschlossenen Weg hochheben ldsst. Den
allgemeinen Fall werden wir ebenfalls darauf reduzieren.

7.1 Proposition. Es sei p: (X,z0) — (Y,90) eine Uberlagerung, Z eine
wegzusammenhdangender und lokal wegzusammenhdngender Raum, zg € Z.
Ist f: (Z,20) — (Y,y0) eine stetige Abbildung, so sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Es existiert eine stetige Abbildung f: (Z,z) — (X, z0) mit po f = f.
(Z’L) im <7T1(Z, Zo) f—#> 7T1(Y, yo)) C im (7T1(X, xo) p—#> 7T1(Yv, yo)).

In diesem Fall ist die Abbildung f eindeutig bestimmit.

Beweis. (i) = (i1)“ Aus po f = f folgt Py © f# = f4 und damit im fyu C
impy.

Zur Eindeutigkeit: Es sei z € Z. Es existiert ein Weg w: I — Z von zg
nach z. Dann ist u := f o w ein Weg von gy nach f(z) und nach
existiert eine eindeutige Hochhebung @ von w mit 4(0) = x¢. Nun
ist aber auch f o w eine solche Hochhebung, denn p o ( fo w) = fow und
(f ow)(0) = f(20) = xo. Damit ist f ow = @ und insbesondere f(z) = a(1).

,(i1) = (i)“ Der Absatz zur Eindeutigkeit zeigt bereits, wie f zu definieren
ist: Fir z € Z wéhle man einen Weg w von zg nach z, erhalte ein @ wie dort
und setze f(z) = @(1). Es ist zu zeigen, dass diese Definition von der Wahl
von w unabhéngig und die so erhaltene Abbildung f stetig ist.

Sind wy und wy Wege von zg nach z, so ist wy * w, ein geschlossener
Weg bei zg. Nach Vorausetzung ist [f o (wq * wy )] € im fu C impy, so dass
fo(wr*wy) = (fowy)*(fows)” eine Hochhebung zu einem geschlossenen
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Weg bei x( besitzt. Dies heifit aber, dass die Hochhebungen von f o w; und
f ows mit Anfangspunkt xg den gleichen Endpunkt haben. Dies zeigt die
Wohldefiniertheit von f.

Es sei nun z € Z. Es sei U eine gleichméfig iiberdeckte Umgebung von
f(z) und V die Komponente von p~![U], die f(z) € p~![f(2)] enthilt. Da
Z lokal wegzusammenhéingend ist, existiert eine wegzusammenhéngende, in
f~1[U] enthaltene Umgebung W von z. Wir wihlen eine solche und werden
zeigen, dass f lw stetig ist. Es sei w ein Weg von zp nach z und @ eine
Hochhebung von f ow mit @(0) = xg. Es ist also @(1) = f(2). Ist nun 2’ € W
und v ein Weg von z nach 2’ in W, so ist f o v ein Weg von f(z) nach
f(2) in U. Daher ist @ * ((p|yy)~* o (f ov)) eine stetige Hochhebung von
fo(wxv)und f(z') = (ax ((plv)~" o (fo))(1) = (plv) "' (f(2)). Bs ist
also flw = (plv)~" o flw stetig. O]

Die Deckbewegungsgruppe

7.2 Definition. Es sei p: X — Y eine Uberlagerung. Eine Deckbewegung
ist ein Homoéomorphismus D: X — X, so dass po D = p. Die Menge
der Deckbewegungen von p bildet mit der Komposition eine Gruppe, die
Deckbewegungsgruppe, die wir mit A(p) oder nur A bezeichnen.

Insbesondere bilden Deckbewegungen die Faser auf sich ab. Wir halten
fest, wie sich diese Operation auf der Faser mit der frither eingefiihrten der
Fundamentalgruppe des iiberlagerten Raumes vertragt.

7.3 Proposition. Es sei p: X — Y eine Uberlagerung, yo € Y, F =

p~ Y {yo}]. Dann gilt
D(za) = (Dz)a

fir D e A(p), a € m(Y,y0), z € F.

Beweis. Es sei @ = [po @] mit w: I — X, w(0) = z. Dann ist ebenfalls
[po(Dow)] = [pow] =a, (Dow)(0) = Dz. Daher ist D(za) = D(w(1)) =
(Dow)(1) = (Dx)a. O

7.4 Proposition. Es sei p: X — Y eine Uberlagerung und zo,x1 € X,
p(xo) = p(x1). Dann ezistiert genau dann eine Deckbewegung D mit D(xg) =
z1, wenn py[m (X, xo)] = py[m (X, x1)].

Beweis. Existiert ein solches D: (X,z9) — (X,z;) und wéhlen wir die
genaueren Bezeichnungen p': (X, ;) — (Y,y), y = p(zg) = p(z1), so ist
p;l# oDy = p%é und, da D ein Isomorphismus ist, im p;ﬁ =im po#.

Es sei nun im p%é = impo#. Aus imp% C im p%é folgt mit |Pr0position 7.1|

die Existenz von D: (X, z¢) — (X, z1) mit po D = p. Aus imp# C imp;)éé
folgt die Existenz von D': (X, z1) — (X, z0) mit po D’ = p. Nun ist aber
D' o D eine Abbildung (X, z¢) — (X, z¢) mit po (D'o D) =po D = p und
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aus der Eindeutigkeitsaussage in [Proposition 7.1/ folgt D’ o D = idx. Ebenso
folgt Do D’ = idx, also ist D ein Homéomorphismus und damit D € A. 0O

7.5 Beispiel. Bei der Uberlagerung der Kleinschen Flasche aus [Beispiel 6.4
haben wir erhalten, dass py[m1 (X, z)] = {amﬁ(lf(*l)m)k: m € Z¢. Da diese
Untergruppen paarweise verschieden sind, ist A = {id}.

7.6 Proposition und Definition. Es sei p: (X, x9) — (Y,y0) eine Uber-
lagerung, F = p~'[{yo}]. Dann sind dquivalent:

(i) Die Deckbewegungsgruppe A operiert transitiv auf der Faser F, das
heif$t fiir alle x1,xo € F existiert ein D € A mit Dz = xo.

(i1) Die Untergruppe py|mi (X, xo)] von w1 (Y, yo) ist ein Normalteiler.
In diesem Fall heif$it die Uberlagerung regulir.

Beweis. Zunéchst einmal geniigt fiir die Transitivitdt auf der Faser, dass zu
jedem x1 € F ein D € A mit Dxg = x existiert. Dies ist nach [Proposition 7.4]
dazu dquivalent, dass py[mi (X, 20)] = pglmi (X, z1)] fir alle ; € F. Nun
lisst sich aber jedes x; € F als zpa~ ! mit o € m1(Y,yo) schreiben, und
pulm (X, zoa™)] = a(pg[m(X,z0)])at. Also ist die Operation auf der
Faser genau dann transitiv, wenn die Untergruppen a(p4[m (X, z)])a ! alle
tibereinstimmen, dies ist aber genau die Bedingung, dass px[m (X, zo)] ein
Normalteiler ist. 0

7.7 Proposition und Definition. FEs seip: (X, z9) — (Y,yo) eine requlire
Uberlagerung. Dann gibt es zu jedem o € m1(Y,y0) genau ein Dy € A mit
D (xg) = xoa. Die dadurch definierte Abbildung

FI(Y7 yO) — A(p>
ar— D,

ist ein Epimorphismus mit Kern py|mi (X, xzg)|. Insbesondere ist

A(p) = m(Y,y0)/p4[m1 (X, x0)].

Speziell ist fiir den Fall, dass X einfach zusammenhdngend ist, die Abbil-
dung o — Dy, ein Isomorphismus m1 (Y, y0) = A(p).

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt aus der Voraussetzung
der Regularitit der Uberlagerung und der Eindeutigkeitsaussage aus
Aus eben dieser Eindeutigkeit zusammen mit der Transitivitit der
Operation von 71 (Y, y9) auf der Faser folgt, dass jedes D € A von der Form
D,, ist, also die Surjektivitdt der Abbildung. Sie ist ein Homomorphismus,
denn mit [Proposition 7.3| folgt

Dos(z0) = zoaff = Dg(xoa) = (Dgxo)or = Do Dpxy
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und damit Do3 = DoDg. Weiterhin ist D, = idx <= Da(x0) =
idx(zg) <= xoa = x0, was zusammen mit [Proposition 6.3| die Aussa-
ge iiber den Kern zeigt. Ist X einfach zusammenhéngend, so ist der Kern
trivial und die Abbildung ein Isomorphismus, ansonsten liefert der Homo-
morphiesatz fiir Gruppen A(p) = m1(Y, yo)/px[m1(X, 20)]. O

7.8 Beispiel. Fiir die in betrachtete Uberlagerung der Klein-
schen Flasche hatten wir bereits dort festgestellt, dass die Untergruppe
pu|m(X,xo)] = {8": n € Z} ein Normalteiler ist, die Uberlagerung ist also
reguliir. Mit f: X — X, f([z,y] = [z + 1,1 — y]) sieht man leicht, dass

f € A. Esist f(zg) = x1 = xga, also ist D, = f. Man erhélt nun aus der
Proposition, dass Dgmgn = f™und A = {fm m € Z} = 7.

Klassifikation von Uberlagerungen

7.9 Definition. Sind p1: X; — Y, pa: X9 — Y Uberlagerungen, so nennen
wir sie dquivalent, wenn ein Homéomorphismus h: X; — Xs existiert, so
dass po o h = p;.

Sind in allen Rdumen Basispunkte gewéhlt, also p1: (X1,21) — (Y, y),
p2: (Xo,22) — (Y,y), so heiflen p; und py dquivalent mit Beriicksichtigung
des Basispunktes, wenn ein Homéomorphismus h: (X, z1) — (X, z2) mit
p2 o h = p; existiert.

7.10 Proposition. Es seien p1: (X1,21) — (Y,y), p2: (Xo,22) — (Y, )
Uberlagerungen. Dann sind py und po dquivalent mit Beriicksichtigung des
Basispunktes, wenn

(p1)#[m1 (X1, 21)] = (p2)g[m1 (X2, z2)].

Die Uberlagerungen p; und po sind dquivalent ohne Beriicksichtigung
des Basispunktes, wenn (p1)4[m1 (X1, 21)] und (p2)x[m1(Xa, x2)] konjugierte
Untergruppen sind, wenn es also ein « € w1(Y.y) gibt, so dass

(p1)[m1 (X1, 21)] = a((p2)glmi (X2, 2)])a "
Beweis. Die Aussage zur Aquivalenz mit Beriicksichtigung des Basispunkts
wurde fir den Spezialfall X1 = X5 in [Proposition 7.4] bewiesen, und der
dortige Beweis zeigt auch den hier benottigten allgemeineren Fall.

Um daraus die Aussage zur Aquivalenz ohne Basispunkt abzuleiten,
bemerkt man, dass p; und py genau dann dquivalent ohne Beriicksichtigung
des Basispunktes sind, wenn sie nach Wechsel des Basispunktes dquivalent mit
Berticksichtigung des Basispunktes sind, wenn also ein a € 71 (Y, y) existiert,
so dass p1: (X1,z10) — (Y,y) und po: (X2,22) — (Y,y) dquivalent mit
Beriicksichtigung des Basispunktes sind. O
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7.11 Proposition. Es sei p: (X, %) — (Y,yo) eine Uberlagerung und X
einfach zusammenhdngend. Weiterhin sei G eine Untergruppe von w1 (Y, yo).

Es sei G:={Dy: a € G} C A und X := X/G, ¢: X — X die Quotien-
tenabbildung, xo = q(Zo). Dann definiert po q = p eine Uberlagerungsabbil-
dung p: (X,x0) = (Y, y0), und es ist py[m1 (X, zo)] = G.

Beweis. Zunichst einmal gilt fur 2,2’ € X mit ¢(z) = ¢(2’) nach Defintion,
dass ein D € G C A(p) mit Dz = 2’ existiert, also p(z') = (o D)(x) = p(z).
Damit ist p wohldefiniert. Da X = X / G die Quotientenabbildung trigt, ist
p stetig. Wir skizzieren nun, dass p eine Uberlagerung ist.

Es sei y € Y und U eine gleichméfig iiberdeckte Umgebung von y. Ist
nun V eine Komponente von p~! und D € A(p), D # id, so wird V von
D homoomorph auf eine von V verschiedene Komponente V' abgebildet.
Es folgt, dass die Abbildungen V % ¢[V] & U Homdéomorphismen sind
und ¢[V] eine Komponente von p~![U] ist. Daher ist U auch beziiglich p
gleichméfig tiberdeckt.

Sei nun « € (Y, y0). Man sieht leicht, dass xpar = q(Zoar). Es ist also
a € pu[m(X,z0)] <= moa =z = q(ioa) = q(Zo) < q(Daio) =
q(%9) <= D, € G < « € G. Die letzte Aquivalenz benutzt dabei, dass

X einfach zusammenhéngend und damit o — D,, injektiv ist. O

7.12 Definition. Aus diesem Grund heiit eine Uberlagerung p: X — Y
von Y, bei der der Raum X einfach zusammenhéngend ist, die universelle
Uberlagerung von X.

7.13 Beispiel. Die Uberlagerung der Kleinschen Flasche durch R? ist ei-
ne universelle Uberlagerung. Die Uberlagerung aus ergibt sich
hieraus als R?/Gy mit G = {f™: m € Z} = {Dym: m € Z}, die aus
als R?/Gy mit G2 = {g™: m € Z} = {Dgm: m € Z}.

7.14 Proposition. Es sei Y ein wegzusammenhdngender und lokal wegzu-
sammenhdngender Raum. Dann sind dquivalent:

(i) Y hat eine universelle Uberlagerung.

(i) Y ist semilokal einfach zusammenhéngend, das heifst, dass zu jedem
y €Y eine Ungebung U von y existiert, so dass

im(my (U, y) —2s 7 (Y, ) = {e}.

7.15 Beispiel (Die Hawaiianischen Ohrringe). Fiir n € N\ {0} setzen wir
in: (SY,(1,0)) = (R?%,(0,0)), in(z) = 1(1—2) und S, := imiy. Dann ist der
Raum X := [J;2; nicht semilokal einfach zusammenhéngend. Es existiert
nimlich zu jedem n eine stetige Abbildung ¢,: X — S! mit g, o4, = idg,
man bilde einfach alle Punkte aus X \ S,, auf (1,0) ab. Dies zeigt, dass

im (my (5™, 0) 2 (X, 0)) # e},
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es enthélt aber jede Umgebung von (0,0) ein (sogar fast alle) .S,,.

Beweis von . Esseip: X — Y eine universelle Uberlagerung, y € Y.
Es sei weiter U eine gleichmiflig iiberdeckte Umgebung von y, x € p~![{y}]
und V' die Komponente von p~![U], die  enthilt. Die Kommutativitit von

i (V,2) 2 1 (X, 2) = {e)

El(lﬂv )# J'p#
Inkly

(U, y) —— m1 (Y, y)

zeigt nun die Behauptung. O
Beuweisidee zu[(ii))={ (i)} Zu einer Abbildung p: (X,z¢) — (Y,yo) kénnen

wir das kommutative Diagramm von Mengen

[0]—w(1)

{w: I — X:w(0) ZIO}/:{OJ} — X

J{[@]H[Pow] lp
[w]—w(1)
{w: I =-Y:w0) =y} /f_v{oyl} —Y

betrachten. Ist p eine Uberlagerung, so ist aufgrund der Hochhebungseigen-
schaften der linke Pfeil eine Bijektion. Ist X einfach zusammenhéngend, so ist
der obere Pfeil eine Bijektion. Um eine universelle Uberlagerung zu erhalten,
definieren wir daher X :={w: I =Y : w(0) = yo} /~,,, und p([w]) = w(1).
Es bleibt dann, auf der Menge X mit Hilfe der Topologie auf Y eine Topologie
zu definieren und zu zeigen, dass unter den Voraussetzungen der Proposition
damit p zu einer Uberlagerung wird und X einfach zusammenhingend ist.
Die Details kann man in der Literatur nachlesen. g

Die universelle Uberlagerung von S' v S!

Wir wollen die universelle Uberlagerung des Raums S' vV ! beschreiben und
nutzen, um 71 (S! V S') zu bestimmen.

Wir definieren zunéchst abstrakt einen Graphen. Als erstes fixieren wir
eine vierelementige Menge und nennen ihre Elemente gemé&f} ihrer spateren
Verwendung a, o~ !, 3, 1, ohne dass damit zunéichst Bedeutung verbunden
ware. Die Eckenmenge V' sei nun die Menge aller endlichen Folgen in dieser
Menge, in denen kein a auf ein o~ !, kein o' auf ein «, kein 8 auf ein 57!
und kein 7! auf ein 8 folgt. Die Kantenmenge E bestehe nun aus allen
Paaren (u,v) € V x V, so dass die Folge v um eins langer als die Folge u ist
und diese als Anfangsstiick hat. (Wir haben den Graphen also als gerichteten
Graphen definiert.) Wir bemerken jetzt schon, dass jede Ecke Grad 4 hat
(die leere Folge ist auch Element der Eckenmenge).
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Wir ordnen dem Graphen G nun einen Raum, seine Realisierung |G|
zu. Dies werden wir spater im Rahmen von Simplizialkomplexen genauer
beschreiben, vorerst gentige es, zu sagen, dass wir fiir jede Kante eine Kopie
des abgeschlossenen Intervalls [0, 1] nehmen und an den Endpunkten geméfl
der Information aus G zusammenkleben, so dass es dem entspricht, was man
erhdlt, wenn man eine Zeichnung von G anfertigt.

Wir definieren nun eine Abbildung p: |G| — S! v S!. Dazu bilden wir
jede der Ecken des Graphen auf den Basispunkt von S' v S! ab und jede
der Kanten auf eine der beiden Kreislinien und zwar so, dass das Innere
der Kante homoéomorph auf das Komplement des Basispunkts abgebildet
wird. Bezeichnen wir ein Element von 71 (S! v S'), das einem Erzeuger der
Fundamentalgruppe einer der Kreislinien entspricht, mit a und das Element,
das einem Erzeuger der Fundamentalgruppe der anderen Kreislinie entspricht,
mit 5, so sei p derart gewéhlt, dass die Einschriankung von p auf das einer
Kante der Form (u,ua) entsprechende Intervall gerade « représentiert, fir
eine Kante der Form (u,ua~!) ergebe sich a~! und so weiter.

Man iiberzeugt sich nun davon, dass p eine Uberlagerung ist, was im
wesentlichen daran liegt, von den vier an einer Ecke anstoflenden Kanten,
je eine eine der beiden Kreislinien in eine der beiden moglichen Richtungen
durchlauft.

Jede Ecke u von G représentiert auf die offensichtliche Art ein Element
f(u) € m (St vS!), so dass beispielsweise fiir u = (o, o, 3, !) gilt, dass
f(u) = a?Ba~t. Unsere Miihe wird nun dadurch belohnt, dass wir sehen,
dass f eine Bijektion ist. Wir sehen es zumindest fast:

7.16 Proposition. Die Abbildung f: V — m (St Vv SY) ist injektiv. Sie ist
genau dann surjektiv, wenn |G| einfach zusammenhdngend ist.

In der Tat ist |G| sogar zusammenziehbar. Das kann man daraus folgern,
dass G ein Graph ist, wir wollen dies aber im Moment nicht tun.

Beweis. Wir bezeichnen die Faser des Basispunkts in der Uberlagerung p mit
F. Die Faser entspricht gerade der Eckenmenge von GG, und wir bezeichnen
den Punkt, der der leeren Folge entspricht, mit x¢p und den Punkt, der einer
beliebigen Ecke u entspricht mit |u.

Die Konstruktion ist nun so, dass, wenn w,: I — |G| der offensichtliche
Weg von xg nach |u| ist, der Weg p o w,, die Klasse [(u) représentiert. Es ist
also zol(u) = |u|. Die Komposition

v Lom(stvst) 2279 p

ist also eine Bijektion. Damit ist f injektiv. Aulerdem ist f genau dann
surjektiv, wenn die Operation auf der Faser (der zweite Pfeil) injektiv ist.
Wir wissen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn py[mi(|G|)] = {e}, wenn
also |G| einfach zusammenhéngend ist (py ist injektiv). O
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