Abschnitt 11

Die Fundamentalgruppen von
Simplizialkomplexen

Die Fundamentalgruppe eines unendlichen Simplizialkom-
plexes

Wir zeigen zuéchst, dass es fiir das Verstdndnis der Fundamentalgruppe eines
Simplizialkomplexes geniigt, alle endlichen Unterkomplexe zu betrachten.

11.1 Proposition. Es set S ein abstrakter Simplizialkomplex. Fir einen
endlichen Unterkomplex KC sei i : |IC| — |S| die Inklusionsabbildung. Ist K’
ein weiterer Unterkomplez und K C K, so bezeichne auch i* : |K| — |K|
die Inklusionsabbildung.

(i) Ist a € m1(|S],x0), so existiert ein endlicher Unterkomplex K mit
xo € |K|, so dass o € 1mz’;

Z’)C
(ii) Ist K ein endlicher Unterkomplex und o € ker(mi (|K|, z0) == m1(|S|, 20)),
so existiert ein endlicher Unterkomplex K', K C K', so dass o €
K
ker iy
11.2 Bemerkung. Diese Situation driickt man so aus, dass 71 (|S|, o) (zu-
sammen mit den Abbildungen zg) direkter Limes oder Kolimes des Systems

bestehend aus allen 71 (||, z9) und i;i”c/ ist. Dabei durchlaufen IC, K’ alle
endlichen Unterkomplexe mit z¢ € |K| und K C K.

Beweis. Ist a € m1(|S],x0), so existiert ein Weg w mit o = [w]. Da I
kompakt ist, ist im w kompakt, und nach [Korollar 10.12|existiert ein endlicher
Unterkomplex K mit imw C |K|. Der Weg w repréasentiert also auch ein

Element aus 71 (||, z9), und dieses wird von z’; auf a abgebildet.
K
Ist o € ker (1 (|K|, z0) == m1(|S], z0)), s0 ist a = [w] fiir ein w: I — |K|,
und w 224 1} g in |S], also via eine Homotopie H : I <1 — |S|. Da auch I x I
kompakt ist, existiert ein endlicher Unterkomplex K’ D K mit im H C |K'|,

JCK!
also i (o) =e. O
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Zusammenhang

Wir zeigen zunéchst die fast offensichtliche Tatsache, dass sich fiir einen Sim-
plizialkomplex die Zusammenhangskomponenten kombinatorisch beschreiben
lassen.

11.3 Proposition. Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplez. Auf V(S) sei
die Aquivalenzrelation

VYW
Es ezistieren ug, ..., u, € V(S) mit up = v, uy, = w und

{uj,uji1} € S fir alle j, 0 < j<n

definiert und C eine Aquivalenzklasse von ~. Dann ist C := SNP(C) ein
Unterkomplex von S und |C| offen und abgeschlossen in |S| sowie wegzusam-
menhdngend, also eine Wegzusammenhangskomponente.

Insbesondere ist |S| genau dann zusammenhdngend, wenn v ~ w fir alle
v,w € V(S), und in diesem Fall auch wegzusammenhdngend.

Beweis. Dass die Relation eine Aquivalenzrelation ist, ist offensichtlich. Ist
o € 8, so sind alle v € o zueinander dquivalent. Damit ist zunédchst C ein
Unterkomplex. Weiterhin heiit das, dass fiir jedes o € S die Menge x;[|C|]
leer oder gleich A7 ist, in jedem Fall also offen und abgeschlossen. Damit ist
|C| offen und abgeschlossen.

Sind z,y € |C|, so existieren oy, ...,0, € C mit & € im X4, ¥ € im X4,
und o Nojy1 # O, also auch im x,; Nim x4, # O. Da mit A% auch im x,,
wegzusammenhangend ist, ist daher U?:o im x,; wegzusammenhéngend. Da-
mit ist |C| wegzusammenhéngend. O

Graphen

Nun wollen wir uns daran machen, eine kombinatorische Beschreibung fir die
Fundamentalgruppe eines Simplizialkomplexes zu erarbeiten. Wir betrachten
zunéchst 1-dimensionale Simplizialkomplexe.

11.4 Definition. Ein Simplizialkomplex S ist ein Graph, wenn er von Di-
mension hochstens 1 ist, das heifit, wenn |o| < 2 fiir alle 0 € S.

11.5 Definition. Ein Graph G heifit ein Baum, wenn er zusammenhéngend
ist (das heifit, wenn |G| zusammenhéngend ist, siehe aber [Proposition 11.3))
und kreisfrei, wenn es also keine endliche Folge ug, . .., u, mit n > 2, ug = n,
{ug, ury1} € G fir alle 0 < k < n und uy # up fir 0 < k < k' < n gibt.

Es ist plausibel, dass ein Graph, der kreisfrei ist, eine triviale Fundamen-
talgruppe hat. In der Tat gilt folgendes.
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11.6 Proposition. Sei T ein Baum. Dann ist |T| zusammenziehbar.

Bevor wir diese Tatsache beweisen, filhren wir etwas Notation ein. Fur
{uo,u1} € T sei pyyu, der Weg ¢t — (1 — t)up + tug von up nach uy. Wir
fixieren eine Ecke vg € V(7). Ist nunu € V(T) und 7 ein Baum, so existieren
eindeutige n € N und v; € V(7), 0 < j < n, so dass

Up = U,
{vj,vj41} € S fir alle j, 0 < j < n, und
v; # vy, fiir j # k.

Mit diesen setzen wir

DPu = Cug * Pug,ur * Pog,ue * 00 % Puyy_q,0n -

Dieses verstehen wir so geklammert, dass py, = pu,,_, *Pv,_,.u- (Der konstante
Weg am Anfang dient nur dazu, dies auch fiir n = 1 zu erhalten, erheblich
ist das nicht.) Damit haben wir:

11.7 Lemma. Ist {u,v} € T, u # v, 50 it py = Py * Dy 0der Py = Dy * Dy y-
In beiden Fdllen ist p, 0,1} Pu * Puv- O

Beweis von [Proposition 11.6. Wir wollen eine Homotopie H: [T| x I — |T]|
konstruieren, so dass H(-,0) = idjrj und H(-,1) = ¢y, ist. Aus
wissen wir, dass wir H konstruieren kénnen, indem wir fiir jedes
o € T die Einschrankung von H auf im y, X I so vorgeben, dass diese
Abbildungen mit den Inklusionen vertraglich sind. Wir beschreiben daher
zundchst fiir jedes u € V(T) die Abbildung H auf im x,; X I. Wir wollen
H(u,0) = u, H(u,1) = vg. Dies erreichen wir durch H(u,t) = p,(1 —1).

Sei nun {u,v} € T, u # v. Wir wollen H auf im xy,,} X I definieren.
Dabei miissen wir weiterhin H(u,t) = p,(1 —t), H(v,t) = p,(1 — t) haben,
auflerdem wollen wir H((1 —s)u+ sv,1) = vg = ¢y, (s), H((1 —s)u+ sv,0) =
(1= s)u+sv = py(s) erreichen. Da aber ¢y, * py 20,1} Pu * Pu,w ist, existiert
eine solche Abbildung auf im x(, ) x I. In der Tat kénnen wir unter der
Annahme, dass p, = py * Pu,v ist,

pu(l=t/(1=5/2)), 2t>s,

H((1—-s)u+ sv,t) =
(( ) ) {puﬂ,(s — 2t), 2t < s

setzen. O

Damit haben wir auch noch einmal unabhéngig vom Satz von Seifert und
van Kampen gezeigt, dass der Graph aus [Proposition 7.16| eine universelle
Uberlagerung von S' v S! ist und seine Ecken die Elemente von 1 (S! v S')
reprasentieren.
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Einschub: Freie Gruppen

Wir miissen ein Konzept nachholen, dass wir schon viel frither hatten einfiih-
ren sollen.

11.8 Definition. Es sei G eine Gruppe und (g;);es ein System von Elemen-
ten von G. Wir sagen, dass G von diesem System frei erzeugt wird, wenn
sich jedes Element aus G eindeutig in der Form

mi ma2

gt g gt n €N, my € Z\A{0}, jk € J, ji # Jk+1 (11.1)

(im Falle n = 0 bezeichne der Ausdruck das neutrale Element) schreiben
lasst. Eine Gruppe heifit frei, wenn es ein System gibt, dass sie frei erzeugt.

11.9 Proposition. Die Gruppe G sei frei von (g;)jcs erzeugt, H sei eine
weitere Gruppe und (hj)jes ein System von Elementen von H. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus f: G — H mit f(g;) = h; fir alle j € J.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt bereits daraus, dass die Gruppe G von den
Elementen g; erzeugt wird. Nun ist f: G — H durch

g5 a5 - i) = Wt hig? - hie, n € Nomy € Z\AO}, i € J, jk # ik
wohl-definiert und offensichtlich ein Homomorphismus. ]

Wir benétigen die Existenz freier Gruppen iiber Mengen beliebiger Kar-
dinalitét.

11.10 Proposition. Es sei J eine beliebige Menge. Dann existieren eine
Gruppe G und ein System (gj)jes, so dass G frei von diesem erzeugt wird.

Beweisskizze 1. Wir verallgemeinern die Konstruktion der universellen Uber-
lagerung von S V S! auf den Raum Vjes St = (J x SY)/(J x {1}). Es sei
il St — Vjes S! die Einbettung, die sich aus der Komposition

St (i} xst S Ixst = \/s!
jedJ

ergibt, 8 € m1(S!, 1) ein Erzeuger und o := Z;E (8). Man konstruiert nun wie

in dem Abschnitt vor |Proposition 7.16| eine Uberlagerung von Vjes S! durch
einen Graphen G mit Basispunkt z, so dass die Abbildung

((G1,m1), -y (Gnamn)) = - aln

eine Bijektion zwischen den endlichen Folgen ((j1,m1),. .., (jn,my)) wie in
(11.1)) und der Faser der Uberlagerung ergibt. Wie in [Proposition 7.16| ergibt
sich daraus, dass m1(V ;¢ SY) frei von (aj)jes erzeugt wird. O
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Beweisskizze 2. Wir betrachten endliche Folgen von Paaren (j, m) mit j € J
und m € Z in der Absicht, dass die Folge (ji1,m1) - (js, ms) spiter das
Element g7 - -- g;"" darstellen soll. Eine solche Folge nennen wir ein Wort.
Fiir Worter dieser Art fithren wir zwei Arten von Reduktionsschritten ein,
die die Lange n des Wortes um 1 verkiirzen. Die erste Art ist das Weglassen
eines Vorkommens von (j,0), die zweite das Ersetzen von (j, m)(j, m') durch
(j,m + m'). Worte, die keinen Reduktionsschritt zulassen, sind die, die
Bedingungen wie in erfiillen. Eine Folge von Reduktionsschritten
nennen wir maximal, wenn sie in einem Wort endet, das keinen weiteren
Reduktionsschritt zulésst. Offensichtlich gibt es zu jedem Wort eine in ihm
startende maximale Folge von Reduktionsschritten.

Das wesentliche technische Lemma, das sich durch Induktion iiber die
Wortlange beweisen lasst, ist nun, dass zu einem gegebenen Wort jede in ihm
startende maximale Folge von Reduktionsschritten in der selben Folge endet.
Fir zwei Folgen, die mit dem gleichen Schritt beginnen, folgt dies sofort aus
der Induktionsvoraussetzung. Fiir Folgen, die mit verschiedenen Schritten
beginnen, iiberlegt man sich, dass es ein Wort gibt, dass sich es ein Wort
gibt, dass sich nach jedem der beiden Schritte durch je einen weiteren (im
wesentlichen den anderen der beiden) erreichen ldsst und nutzt das fiir die
Induktion.

Das Wort, in dem eine maximale Folge von Reduktionsschritten eines
Wortes endet, konnen wir daher die Reduktion dieses Wortes nennen. Wir
nennen nun zwei Worte dquivalent, wenn sie die gleiche Reduktion haben.
Auf der Menge der Aquivalenzklassen definieren wir eine Multiplikation durch
Hintereinanderschreiben von Reprasentanten. Es ist nun leicht zu sehen, dass
diese Multiplikation wohldefiniert ist und eine Gruppe mit der Klasse des
leeren Worts als neutralem Element definiert. Diese Gruppe ist dann frei von
den Elementen g; := [(j, 1)] erzeugt. O

Die folgende Situation tritt auf, wenn im Satz von Seifert und van Kampen
die Mengen Uy und U; freie Fundamentalgruppen haben und ihr Schnitt
einfach zusammenhangend ist.

11.11 Proposition. Es sei

{6} _— GO

|, b

G1*>H

ein Push-out-Diagramm und Gy frei von (o j)jes, erzeugt, JoNJp = Q.
Setzen wir dann B = hy(ou ;) fir j € Jy, so wird H frei von (55)jerun
erzeugt.

Beweis. Wir setzen J := Jo U Ji. Es sei F' eine Gruppe, die frei von (7;);jes
erzeugt wird, eine solche Gruppe existiert nach [Proposition 11.10] Da G
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und G frei sind, existieren Homomorphismen f: Gy, — F mit fi(o ;) = ;-
Nun kommutiert ein Diagramm

{e} —_— G()

|,

Gi——F \o

1
L

genau dann, wenn r(v;) = lg(oy ;) fir j € Ji. Da F frei von den ; er-
zeugt wird, existiert ein solcher Homomorphismus fiir gegebene [y, {1 immer
eindeutig, was heif3t, dass

{6} _— Go

|, s

G1*>F

ein Push-Out-Diagramm ist. Aus der Eindeutigkeit von Push-Outs folgt
daher, dass ein Isomorphismus r: L — H mit r o fi = hy, also r(v;) = B;
existiert. Damit ist H frei von (5;);es erzeugt. O

Die Fundamentalgruppe eines Simplizialkomplexes

Wir wollen nun die Fundamentalgruppe eines Simplizialkomplexes beschrei-
ben. Wir haben bereits gesehen, dass sich dies auf die Beschreibung der
Fundamentalgruppen endlicher Unterkomplexe zuriickfithren lasst. Einen
solchen bauen wir Simplex fiir Simplex auf und verfolgen dabei, wie sich die
Fundamentalgruppe dndert.

Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex, k > 0, o eine (k+1)-elementige
Menge mit P(c)NS = P(o)\{o}. Dann ist auch &’ := SU{c} ein abstrakter
Simplizialkomplex.

Es gibt einen Homéomorphismus A% =5 DF, der 9A auf S¥~! abbildet.
Wir schreiben dafiir (A%, 0A%) ~ (D*,S¥~1). Wir betrachten die kanonische
Einbettung j: |S| — |S’| aus [Proposition 10.8/ und die Abbildung x,: A7 —
|S’|. Wir definieren f,: 0A% — |S| durch j o f; = Xoloas. Man priift nun
leicht nach, dass |S’| = |S|Uy, A7. Das Hinzufiigen eines k-Simplexes ist also
ein Spezialfall des Anheftens einer k-Zelle wie in betrachtet.

Wir wenden uns zunéchst zusammenhéngenden Graphen zu. Dazu wéhlen
wir zunéchst einen aufspannenden Baum und fiigen dann schrittweise neue
1-Simplizes hinzu.

Sei G ein Graph und 7T ein aufspannender Baum von G, also 7 ein
Baum, 7 C G, V(T) = V(G). (Dass ein solcher auch fiir einen unendlichen
zusammenhédngenden Graphen immer existiert, zeigt man mit Hilfe des
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Zornschen Lemma.) Wir wollen einen 1-Simplex hinzufiigen, sei also ug, u; €

V(g)7 {u07u1} §é g7 g/ = Q U {{uo,ul}}.

Wir wollen nun gerne den Satz von Seifert und van Kampen anwen-

den. Dazu setzen wir Up := |G| \ {%uo + %ul} Wir kénnen [Proposition 9.8

anwenden, um zu sehen, dass die Inklusionsabbildung |G| — Uy eine Homo-
topiedquivalenz ist.

Wir setzen X := imp,, Uimp,, Uimpy,.,. Es existiert eine offene
Teilmenge Uy D X von |G'|, so dass die Inklusion X — U; eine Homotopie-
aquivalenz ist. Beispielsweise kann man fir jede Kante {wg,w;} € G mit
wy € X, wy ¢ X, zu X die Menge pugw, [(0,3)] hinzufiigen. Ebenso ist
dann UpNU; ~ X \ {%uo + %ul} zusammenziehbar. Mit Hilfe des Satzes

von Seifert und van Kampen und der genannten Homotopiedquivalenzen,
erhalten wir daher, dass das Diagramm

{e} ———— (X, vp)

| |

71(1G1,v0) —— m1(|G'], vo)

ein Push-Out-Diagramm ist, wobei die nicht trivialen Homomorphismen von
Inklusionsabbildungen induziert sind. Der Raum X ist homotopiedquivalent
zu einer Kreislinie, und py, * pugu, * Py, reprasentiert einen Erzeuger von
71 (X, vp).

Dies liefert folgendes.

11.12 Proposition. Sei G ein endlicher Graph, T ein aufspannender Baum
und vo € V(G). Fir jedes u € V(G) wdhlen wir einen Weg p,: I — |T| C |G|
von vy nach ug. Auferdem bezeichne pyg ., : I — |G| einen Weg von ug nach
uy in dem 1-Simplex {ug,u1}. Fir {up,u1} € G setzen wir

Guo,uy = [pw) * Pug,ur *pul]'

Dann ist gugu, = 91711,uo’ und fir {up,u1} € T ist Gugu, = €.
Wir wéhlen eine totale Ordnung auf V(G). Dann wird w1 (|G|, vo) frei von
den gugu, mit {ug,ur} € G\ T, up < ui erzeugt.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass es, da |7 sowie jede Kante zusam-
menziehbar ist, so dass es egal ist, ob p,, und py, ., die konkreten weiter
oben konstruierten Wege bezeichnet oder beliebige, die den Bedingungen der
Proposition entsprechen.

Fir gyyu, =€, {uo,u1} € T, bemerken wir, dass py, * pyyu, in diesem
Fall in |7 verlduft, also homotop relativ {0,1} zu p,, ist.

Dass 71 (|G|, vo) frei von den gy, mit {ug,u1} € G\ T, up < uy erzeugt
wird, zeigen wir zunéchst fiir den Fall, dass G\ T endlich ist, durch Induktion
tiber |G \ T|. Dabei liefert |[Proposition 11.6|den Induktionsanfang und die
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obige Diskussion zusammen mit [Proposition 11.11| den Induktionsschritt.
Der allgemeine Fall folgt daraus mit . Dabei benutzen wir, dass wenn I ein
endlicher Unterkomplex ist, die Behauptung fiir familyT UK bereits gezeigt
ist. (Il

11.13 Notation. Fur k£ > 0 ist das k-Skelett eines Simplizialkomplexes S
der Unterkomplex S*) := {0 € S: |o| < k +1}.

Damit sind wir nun bereit, den endgiiltigen Satz zu formulieren und zu
beweisen.

11.14 Satz. Sei S ein endlicher zusammenhdngender Simplizialkomplez,
T ein aufspannender Baum und vy € V(S). Wir wdhlen eine totale Ordnung
auf V(S). Fiir jedes u € V(S) wihlen wir einen Weg py: I — |T| C |SW)|
von vg nach uy. Auferdem bezeichne pygu,: I — |S(1)| etnen Weg von ug
nach uy in dem Simplex {ug,u1}. Fir {ug,u1} € S setzen wir

Guour = [pLLo * Pug,u1 *pul]'

Dann ist gugu, = e fiir {ug,u1} € T, die Gruppe m(|SW|,vo) wird frei von
den gugu, mit {ug,ur} € S\T, up < uy erzeugt, und die Abbildung

J
w1 (|SW],v0) < m1(|S], vo)
ist ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste Normalteiler ist, der

-1
{guo,ulgul,wguomi {uo, ur, ug} € S,up <up < U2}
enthalt.

Beweis. Wir fiithren einen Induktionsbeweis iiber die Zahl der Simplizes von
Dimension 2 und héher, also iiber |S\ SM|, fiir den Fall, dass diese endlich

ist. Der allgemeine Fall folgt wieder mit Hilfe von daraus.
Den Induktionsanfang liefert [Proposition 11.12]

Fiir den Induktionsschritt wahlen wir ein inklusionsmaximales Simplex
o € S. Dann ist &' := S\ {0} ein Unterkomplex, und wir haben einleitend
gesehen, dass |S| ~ |S'| Uy, A%. Es sei |o| = k + 1. Ist k > 2, so induziert
nach [Proposition 9.11| die Inklusion einen Isomorphismus 7 (|S’]) = m1(|S]).
Wir betrachten daher den Fall k& = 2. Wir setzen 0 = {ug,u1,us} mit
ug < u1 < ug und betrachten das kommutative Diagramm

™1 (18], u0) —— m1(|S], o)

hPuO J{N hlﬂuo lN

71(18], v0) —2= m1(|S), o).
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Nach [Proposition 9.12|ist der obere Homomorphismus ein Epimorphismus,
dessen Kern der kleinste Normalteiler ist, der [pug u; * Duius * Pus,uo] €nthélt.
Der untere Homomorphismus iy ist daher ein Epimorphismus, dessen Kern
der kleinste Normalteiler ist, der das Element

hpuo ([Puo,ur * Pusus * Pus,ue)) = [Puo * Pug,uy * Pusuz * Pus,ug * PEO] =
= [pw) * Dugyur * Py * Puy * Putug * Pyg * Pug * Pugug * p?:o] =
= [pUO * Pug,uq *p;l] * [pul * Puq,ug *p’lIQ] * [pU2 * Pug,ug *qug] =
. -1
= ];# (gU07ulgu17U2gu0,ug)
enthélt, wobei j/ die Inklusion |S(V| — |S'] ist. Ist j%é ein Epimorphismus,
soist ju = (ioj)g =igo j%ﬁ ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste

Normalteiler ist, der ker j%t U { Guo,u1 Jur us g;o{w} enthalt. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung. O
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