Abschnitt 16

Homotopieinvarianz,
Euler-Charakteristik und mehr

Mehr zu simplizialen Abbildungen

Wir holen zuerst nach, zu beschreiben, wie eine simpliziale Abbildung zwi-
schen Simplizialkomplexen eine stetige Abbildung zwischen den Realisierun-
gen induziert.

16.1 Definition und Proposition. Es seien S, T abstrakte Simplizial-
komplexe und f: S — T eine simpliziale Abbildung. Dann wird eine stetige
Abbildung |f|: |S| — |T| dadurch definiert, dass
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fiir alle 0 € § kommudtiert.

Dies verallgemeinert die Konstruktion aus [Proposition 10.8] wo f eine
Inklusionsabbildung war.

Beweis. Die Abbildung ist eindeutig, da |S| = J,es im xo. Sie ist wohldefi-
niert, da fiir 7 C 0 € § das Diagramm
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kommutiert. Sie ist stetig, da alle Kompositionen |f| o x, fiir o € S stetig
sind. g
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16.2 Proposition. Es seien S, T, K abstrakte Simplizialkomplexe und
f:8—=T, g: T = K simpliziale Abbildungen. Dann gilt:

(i) f ist eine simpliziale Approzimation von |f|.

(ii) |go f|=lglo|f].
O

16.3 Proposition. Es seien K, L abstrakte Simplizialkompleze, h: || — |L]
eine stetige Abbildung, f: KK — L eine simpliziale Approximation von h. Dann

ist |f| ~g.

Beweis. Es sei x € |[K|, z im Inneren des Simplexes o = {ug,...,ux} € K
und A(z) im Inneren des Simplexes 7 € L. Es ist h(x) € (); st f(u;), also ist
flo] € 7. Damit ist |f|(z) € |7|, und

H:|K|x1I—|L]
(z, 1) = (1 =1t) - |f[(z) + - h(z)

wohldefiniert. Ist ¢ ein Simplex von K und 7 ein beliebiger Simplex von L,
so ist H offenbar auf der abgeschlossenen Menge (|o| N h™1[|7]]) x I stetig.
Da das Bild von o unter h nur endliche viele solcher 7 trifft, ist H auf |o| x I
stetig. Damit ist H stetig und Homotopie von |f| nach h. O

Dies kénnen wir nutzen, um folgendes zu zeigen. Man beachte, dass wir
den Fall n = 1 bereits frither bewiesen haben, er besagt, dass S fiir m > 1
einfach zusammenhéngend ist.

16.4 Proposition. Ist h: S* — S™ stetig und 0 < n < m, so ist h homotop
zu einer konstanten Abbildung.

Beweis. Wir identifizieren h mit einer Abbildung [0A™ ! — DA™ FL|. Aus
dem simplizialen Approximationssatz wissen wir, dass ein k > 0 und eine
simpliziale Approximation f von ho £*: |sd®* 9A™ 1| — [0A™*+]| existieren.
Nun kann ein Punkt im Inneren eines m-Simplexes von 0A™* ! von |f| nicht
getroffen werden. Da aber das Komplement eines Punktes in einer Sphére
zusammenziehbar ist, | f| homotop zu einer konstanten Abbildung, also ebenso
die Abbildung ho ¥ und damit auch k, da $* ein Homéomorphismus ist. [

Homotopieinvarianz

Wir wollen die Homotopieinvarianz der Homologiegruppen zeigen. Da eine
Homotopie zwischen zwei Abbildungen von |S| in einen anderen Raum eine
Abbildung von |S| x I in diesen Raum ist, wollen wir zunédchst |S| x I
triangulieren. Wir kénnten allgemeiner Produkte von Simplizialkomplexen
betrachten, aber wir belassen es bei diesem Spezialfall.
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16.5 Definition und Proposition. Es sei S ein Simplizialkomplex. Auf
V(S) sei eine totale Ordnung gewdhlt. Wir definieren

Sx Al:={0YU((S\ {0}) x {0,1})U

U {{(v0,0),...,(vi,0), (v;,1),..., (vg, 1)} :
0<i<k,vg<m <...,vk,{vo,...,vk}68}.

Dann ist S x A ein Simplizialkomplex mit V(S x Al) = V(S) x {0,1}. Fiir
pe{0,1} ist

ip: S — S x Al
v (v,p)

eine simpliziale Abbildung, und es existiert ein Homdomorphismus |S x Al| ~
|S| x I, so dass das Diagramm

Sl

\ x—(z,1)
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IS x A == S| x I

lio]
x—(z,0)

S
kommutiert.
Beweis.
i k+1 k
B Xi(v, 00+ Y N1, 1) | = [ D wjvsep
=0 j=i+1 =0

1j = Aj
O

Nehmen wir die topologische Invarianz als gegeben hin, so reduziert sich
die Homotopieinvarianz auf folgendes Lemma.

16.6 Lemma. Fs sei S ein abstrakter Simplizialkomplex. Dann ist
Hk(lg) = Hk(il): Hk(S) — Hk(S X Al)

fiir alle k und eine beliebige totale Ordnung auf V(S).
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Beweis. Wir werden zeigen, dass C(ig) ~ C(i1). Dazu definieren wir

Ky: Co(S) = Crpr (S x Al

(V0y vy Up) zr:(—l)5<(v0, 0),...,(vs,0), (vs,1),..., (vr, 1)),
s=0

wobei wir vy < - -+ < v annehmen. Wie zuvor erhalten wir
ar+1Kr + Kr—lar = Cr(“) - Cr(i0>7
woraus die Behauptung folgt. O

16.7 Proposition. Es seien S, T Simplizialkomplexe und fo, f1:|S| — |T|
stetige Abbildungen mit fo ~ fi. Dann ist H,.(f) = H,(g): H.(S) — H.(T)
fiir alle r.

Beweis. Sei h: |S x A 2 |S| x I der Homéomorphismus von oben und
F:|S|x1I — |T| eine Homotopie von fy nach f. Dann ist fo = Foholig| und
fi = Foholiy|. Daher ist H,(fo) = H,(Foh)oH,(|ig|) = H.(Foh)oH,(iy) =
H,(Foh)oH,(i1) = H-(Foh)oH.(|i1]) = H-(f1)- O

16.8 Korollar. Ist f eine Homotopieiquivalenz, so ist H(f) ein Isomor-
phismus. Gleiches gilt fir H(f). O

Damit kénnen wir nun endlich zeigen, dass Sphéren verschiedener Dimen-
sion nicht homotopiedquivalent sind.

16.9 Proposition. Es seien n,m > —1. Ist S* ~ S™, so ist n = m.

Beweis. Wir wissen, dass H(S") # 0 <= n = k. Damit folgt 0 #

H,(S™) = H,(S™) und daraus n = m. O

Daraus kénnen wir folgern, dass die Dimension eines euklidischen Réumes
eine Homoomorphieinvariante ist.

16.10 Proposition. Es seien n,m € N. Ist R" =~ R™, so ist n = m.

Beweis. Es sei h: " — S™ ein Homéomorphismus. Dann ist S?~1 ~ R™ \
{0} = R™\ {h(0)} ~S™ 1 alson —1=m —1. O

Die Fuler-Charakteristik

Eine Homotopieinvariante von Kettenkomplexen und, aufgrund der topologi-
schen Invarianz der Homologie, von Rdumen, die sich aus den Homotopie-
gruppen ableiten ldsst, aber zumindest in Spezialfillen viel dlter ist, ist die
Euler-Charakteristik.

Um die Algebra zu vereinfachen, nehmen wir an, dass wir {iber einem
Korper R = k arbeiten.
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16.11 Proposition. Es sei C' ein Kettenkomplex, so dass @, C; endlich-
dimensional ist. Dann ist

x(C) := Z( ) dimy, C; = Z )¢ dimy, H;(C).

7

Beweis. Es ist

dim C; = dimim9; + dim ker 9; = dim B;_1 + dim Z;

und
dim H;(C) = dim Z; — dim B;,
also
NSRS DRI DR
l = Z ) dim H;(C).
wie behauptet. O

16.12 Korollar. Es sei S ein endlicher Simplizialkomplex und f;(S) die
Zahl der i-Simplizes von S. Dann ist fiir einen beliebigen Kérper k

X(8) =Y (-1)'fi(S) = Y_(~1)" dim H;(S; k)

i>0 i>0

und
X(S8) = > (1 fi8) = 3 (1) dim Hi(S; k).

Beweis. Es ist
0, 1 <0,
f’L( )a Z 2 _17

0, 1< —1,

dim C;(S) = {

dim C;(S) = {

und die Behauptung folgt aus der vorhergehenden Proposition. O

Insbesondere haben wir also, dass x(S) eine Homopieinvariante ist: Ist

S| = [T, s0 ist x(S) = x(T).
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