Abschnitt 8

Homotopien und Schleifen

Homotopie

Wir betrachten nun das Deformieren einer Abbildung in eine andere.

8.1 Definition. Seien X, Y topologische Raume und fy, fi: X — Y stetige
Abbildungen. Eine Homotopie zwischen fy und fi ist eine stetige Abbildung
F: X xI—Y,sodass F(z,0) = fo(z) und F(z,1) = fi(z) fir alle z € X.
Wir nennen fy und f; zu einander homotop und schreiben fy ~ f, wenn
eine Homotopie zwischen fy und f; existiert.

Fiir die Anschauung mag es manchmal sinnvoll sein, sich F' als Abbildung
vom Zylinder X x I vorzustellen, und manchmal, F' als eine mit der Zeit
t € I variierende Schar von Funktionen

fti X—-Y
x— F(x,t)
anzusehen.

8.2 Beispiel. Seien X, Y nicht-leere Raume und f,g: X — Y konstante
Funktionen. Dann ist f ~ g genau dann, wenn die Bilder von f und ¢ in der
selben Wegzusammenhangskomponente von Y liegen.

8.3 Beispiel. Sei n > 0 und

r: R"\ {0} — R"\ {0},

T
T —.
]|

Dann ist r ~ idgn\ (o} Wie die Homotopie
(R"\ {0}) x I — R"\ {0},
(z,8) > —
(1 =)l +

zeigt.
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8.4 Proposition. Seien X, Y Rdiume. Die Relation ~ ist eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der stetigen Funktionen von X nach Y.

Beweis. Es seien f,g,h: X — Y stetig.
Die stetige Funktion
XxI—-Y
(z,t) — f(x)

zeigt f ~ f und damit die Reflexivitat von ~.
Ist f ~ g und F' eine Homotopie zwischen f und g, so ist mit

r: ]l —1
t—1—1t
Fo(idx xr) eine Homotopie zwischen g und f, also g ~ f, was die Symmetrie

von =~ zeigt.
Ist f ~ g und g ~ h und mit zugehdrigen Homotopien F' und G, so ist

XxI—=Y

(2.1) o F(x,2t), t
© G(z,2t—1), t

(AVARRVAN
[N e

9
)

eine Homotopie zwischen f und h. Fir die wohldefiniert beachte, dass
F(z,1) = g(z) = G(z,0) und fiir die Stetigkeit, dass X x [0, 1] und X x [%,1]
in X x I abgeschlossen sind. Dies zeigt f ~ h und die Transitivitdt von
~, ]

Die Komposition von Abbildungen respektiert die Aquivalenzrelation
Homotopie:

8.5 Proposition. Seien X, Y, Z Raiume und f,f': X =Y, 9,9 Y - Z
stetige Abbildungen. Ist f ~ " und g~ ¢', so ist go f ~g' o f'.

Beweis. Ist F' eine Homotopie zwischen f und f’, so ist go f eine Homotopie
zwischen go f und gof’. G eine Homotopie zwischen g und ¢’, so ist Go(f’xid)
eine Homotopie zwischen go f/ und ¢’o f’. Esist also gof ~ gof' ~ g'of’. O

Homotopie relativ zu einem Unterraum

8.6 Definition. Seien X, Y Réume, A C X und f,g: X — Y stetige
Abbildungen. Wir sagen, f sei relativ zu A homotop zu g, f ~ g rel A,
wenn eine Homotopie F': X x I — Y zwischen f und g existiert, so dass
F(a,t) = F(a,0) fur allea € A, t € I.

Damit f ~ g rel A gelten kann, muss natiirlich f|4 = g|a erfiillt sein.
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8.7 Beispiel. In Beispiel 8.3|ist r ~ idgn\ o} rel Sn1,

8.8 Proposition. Seien X, Y Rdaume, A C X. Dann ist Homotopie relativ
zu A eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Man wiederhole den Beweis, den wir oben fiir A = ) gegeben
haben. 0

Ebenso verallgemeinern wir:

8.9 Proposition. Seien X, Y, Z Riume, A C X und f,f': X — Y,
9,9 Y — Z stetige Abbildungen. Ist f ~ f' rel A und g ~ ¢’ rel f[A], so
st go f~ g o f rel A. O

Niitzlich ist auch die folgende Tatsache.

8.10 Proposition. Seien X ein Raum, AC X, Y CR", f,g: X — Y. Ist
fla =gla und Y konvex, so ist f ~ g rel A.

Beweis. Betrachte
H: XxI->Y
(,A) = (1 = A)f(z) + Ag().
Es ist H(z,0) = f(x) und H(z,1) = g(x) fir alle x € X. Aulerdem ist
H(a,\) = f(a) = g(a) fur allea € A, A € I. O

8.11 Beispiel. Ist X ein Raum und sind w,w’: I — X stetige Wege mit
gleichem Anfangspunkt, also w(0) = w'(0), so ist w ~ w’ rel {0}: Ist
co: I — I die Abbildung, die konstant 0 ist, so ist ndmlich, da I konvex ist,
cp ~ idy rel {0} und daher
w = wo id[

~ wocyrel {0}

=w'ocy

~w' oidy rel {0}

/
=w.

Andererseits scheint auch offensichtlich, dass fiir
w: I — S, w': I — St
s+ (cos s, sin s7) s+ (cos s, —sin s),

also zwei Wege in von (1,0) nach (—1,0) in S!, wobei einer oben, der andere
unten entlang geht, gilt, dass

w % w rel {0,1},

dass es also nicht moglich ist, den einen Weg in den anderen zu iiberfiihren,
wenn man beide Endpunkte festhalt. Das ist auch in der Tat wahr, wir
werden aber noch einiges an Vorbereitung bendtigen, um das zu zeigen.
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Wir defnieren nun noch eine Klasse von Rdumen, die aus der Sicht der
Homotopietheorie trivial sind.

8.12 Definition. Sei X ein Raum. Wir sagen X sei zusammenziehbar,
wenn X # () und die Identitédbsabbildung idx homotop zu einer konstanten
Abbildung ist.

8.13 Beispiel. Nicht-leere konvexe Teilmengen von R" sind zusammenzieh-
bar.

Beispiele von nicht zusammenziehbaren Réumen anzugeben, fillt uns
schwerer. Die Sphéren S™ sind nicht zusammenziehbar, aber fiir n > 0 konnen
wir das noch nicht zeigen. Immerhin haben wir:

8.14 Proposition. Sei X ein zusammenziehbarer Raum. Dann ist X weg-
zusammenhangend.

Beweis. Sei H: X x I — X eine Homotopie, die zeigt, dass X zusammen-
ziehbar ist, also H(z,0) = x fiir alle z und H(x,1) = x; fir alle z und ein
x1 € X. Ist nun z € X beliebig, so ist H(x,e) ein Weg von x zu x1, also
liegen  und z; in der selben Wegzusammenhangskomponente. Damit hat
X genau eine Wegzusammenhangskomponente. ([l

Wege
8.15 Definition. Seien X ein Raum und w,w’: I — X Wege in X mit

w(1) = w'(0). Wie bei der Diskussion des Wegzusammenhangs bezeichnen
wir mit w~ den Weg

w I — X
t—w(l—1)

und mit w * w’ den Weg
wrw': [ — X
w(2t), t <
H
w'(2t—1), t>

AuBlerdem bezeichnen wir fiir z € X mit ¢, den konstanten Weg

IS NI

)

Cp: I — X

t— x,

der in {x} verlauft.



ot

Wege

8.16 Proposition. Seien X, Y Rdume, f: X — Y stetig, w,w': I — X
stetig mit w(1) = w'(0). Dann ist (fow)(1) = (fow)(0) und (fow)*(fow') =
fo(wxw). ]

8.17 Proposition. Sind v,v',w,w': I — X stetig mit v(1) = w(0), und ist
v~ v rel {0,1}, w~w' rel {0,1}, soist vxw ~v *w rel {0,1}.

Beweis. Sei F' die Homotopie zwischen v und v/, G die Homotopie zwischen
w und w’. Dann ist

IxI—X

(5.1) = {g(Qs,t), s
(2s —1,t), s

[AVARR VAN
N[ t:')\H

eine Homotopie zwischen v x w und v" * w’, und diese Homotopie halt {0, 1}
(sogar {0,3,1}) fest. O

8.18 Proposition. Sei X ein Raum, w,w’,w”: I — X stetig, w(1) = w'(0),
w'(1) = w"(0). Dann gilt:

(i) (wxw)*xw” ~w=x(w *xw”) rel {0,1},
(1) Cw(o) * W = W = W * Cyyqy  Tel {0,1},
(i4) w*w™ = ¢y rel{0,1}.

Beweis. Zu : Man kann die Homotopie direkt angeben, und das sei zur
Ubung empfohlen. Wir gehen hier etwas anders vor: Wir definieren zunéchst

f:10,3] = X

s—=ew(s—1), 1<s<2,

f ist stetig, und fiir a,b € R,

lap: I — R
st—s-b+(1—s)-a.

Dann ist zum Beispiel w’ = folj 2, also (w*w') x w” = fo((lo1*112) *l23)
und w * (w’' * w”) = f o (lo;1 * (I1,2 * l23)). Wegen [Proposition 8.9 geniigt es
nun, zu zeigen, dass

(l0,1 * l172) * l2,3 ~ 1071 * (1172 *x l273) rel {0, 1},
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beide Seiten aufgefasst als Wege in [0, 3]. Da beide Wege Anfangspunkt 0 und
Endpunkt 3 haben, folgt dies aber mit [Proposition 8.10] aus der Konvexitat
von [0, 3].

Zu Es ist cy(0) ¥ w = w o (cp *id;) und w = w o id;. Nun sind
co * idy und id; beides Wege in I mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 und
Cw(0) * w =~ w rel {0, 1} folgt wie eben, und w =~ w * ¢,(1) rel {0, 1} ebenso.

Zu |(iii); Wie eben mit w * w™ = w o (lo1 * l1,0), Cyw(o) = w © Co. O

Die Fundamentalgruppe

Diese Untersuchungen machen die folgende Definition maoglich.

8.19 Definition. Sei X ein Raum und xy € X. Dann bezeichnen wir mit
m1(X, o) die Menge der Aquivalenzklassen von stetigen Wegen w: I — X
mit w(0) = w(1) = zo beziiglich Homotopie relativ zu {0, 1}. Einen Weg w
mit w(0) = w(1) = z¢ nennen wir einen geschlossenen Weg bei xo oder eine
Schleife bei .

Auf 71 (X, zg) ist durch

[w] - [w] = [w ']

eine Multiplikation erklért, die 71(X,z¢) zu einer Gruppe mit neutralem
Element [cz,] macht. 71 (X, zo) heiBlit die Fundamentalgruppe von X mit
Basispunkt xg.

8.20 Definition. Ein Raum mit Basispunkt ist ein Paar (X, zg), wobei
X ein Raum ist und zp € X. Sind (X, zg), (Y, y0) Rdume mit Basispunkt,
so heifit eine Abbildung f: X — Y basispunkterhaltend, wenn f(z¢) = yo.
Wir schreiben hierfir f: (X,z0) — (Y,v0). Sind f,g: (X,z0) — (Y, %0)
basispunkterhaltende Abbildungen, so werden wir unter einer Homotopie
zwischen f und g, wenn wir nichts anderes bemerken, immer eine Homotopie
relativ zu {zo} verstehen. Wollen wir explizit sagen, dass eine Homotopie
nicht relativ zum Basispunkt zu sein braucht, so reden wir von einer freien
Homotopie.

8.21 Definition und Proposition. Seien (X, zo) und (Y,yo) Riaume mit
Basispunkt, f: (X,zo0) — (Y,y0) stetig. Dann definieren wir

m1(f): m (X, zo) — m1 (Y, 90)

[w] = [f o w].

Dies ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Gruppen. An Stelle von
m1(f) schreiben wir auch fy.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus |[Proposition 8.9, die Vertraglichkeit
mit der Multiplikation aus |Proposition 8.16]| O
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8.22 Proposition. Seien (X, x9), (Y,v0), (Z,z0) Rdume mit Basispunkt,
f7 f/: (Xa xO) - (K yO); g: <Y7 yO) - (Zv ZU) stetig. Dann ngt

(i) Ist f ~ f' (relativ zu {x0}), so ist m1(f) = 71 (f').
(ii) Es ist m (id(X,zo)) = idr, (X,20)-
(iti) Es ist mi(go f) = mi(g) o m(f).
Beweis. folgt aus [Proposition 8.9| und sind klar. O

Die Fundamentalgruppe erlaubt es uns, topologische Situationen in alge-
braische zu tibersetzen, wobei man dann hofft, dass letztere einfacher sind.
Zum Beispiel hat man:

8.23 Proposition. Seien (X, zg) und (Y,yo) Riume mit Basispunkt und
[+ (X,z0) — (Y,y0) und g: (Y,yo) — (X, x0) stetige Abbildungen. Gelten
go f ~idxa, und fog =~idy,,, soist fg: m(X,z0) — m(Y,90) ein
Isomorphismus.

Beweis. Aus gof ~ id(x ) folgt guofy = (gof)# = (id(Xm))# = idr, (x,0)-
Aus fog ~idgy,,) folgt, dass fy o gy = idy (v,,)- Das heiit gerade, dass
[ ein Isomorphismus und invers zu gy ist. [l

8.24 Beispiel. Sei zg € S" ! und i: ("1, 20) — (R"\ {0} ,x0) die Inklusi-
on. Wir haben in eine Abbildung r: (R™\ {0} ,z0) — (S, )
angegeben, so dass r 0@ = idgn-14,) und 7 o7 >~ idgrn\{0},49), €S st also
iy m(S"L 20) — mi (R™\ {0}, z0) ein Isomorphismus mit inverser Abbil-
dung 74.

In [Proposition 8.23| miissen wir bei den Abbildungen und Homotopien
die Basispunkte beachten, wir werden spéater sehen, dass sich das in diesem
Fall umgehen lasst. Flir den Spezialfall, dass Y ein einpunktiger Raum ist,
tun wir das jetzt schon direkt.

8.25 Proposition. Sei X zusammenziehbar und xo € X. Dann ist m (X, o)
eine triviale Gruppe.

Beweis. Sei w eine Schleife bei xg. Wir zeigen, dass [w] = [¢g,] = e. Sei dazu
H eine Homotopie von id,, zu einer konstanten Abbildung. Wir betrachten
G:=Ho(wxids): I x I — X. Setzen wir p := H(xq,e), 1 := p(1), so ist
G(0,e) = G(1,8) = p, G(e,0) = w, G(e,1) = ¢y,. Sind also 4,5: I — I x I
die Wege

0,2t), 0<t<i,
i(t) := (t,0), J(t) = (4t —2,1) § <t <34,
(L,4—4t) 3<t<1,
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so ist Goi = wund Goj = p* (cyy xp~ ). Da i(0) = (0,0) = 5(0),
i(1) = (1,0) = j(1) und I x I konvex ist, ist i ~ j rel {0,1}. Es folgt

w=Goi
~Goj rel {0,1}
=p*(Coy *p7)
~pxp rel {0,1}
~ Cyp rel {0,1}
wie behauptet. ]

Bisher wissen wir nicht einmal, dass es einen Raum gibt, dessen Funda-
mentalgruppe nicht trivial ist, und ohne dieses Wissen kann diese Theorie
nicht hilfreich sein. Unser néchstes Ziel wird daher sein, die Fundamental-
gruppe von S' zu bestimmen und zu zeigen, dass sie nicht trivial ist. Spéter
werden wir dann noch Hilfsmittel kennenlernen, um die Fundamentalgruppen
vieler Raume zu bestimmen.
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