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Abschnitt 1

Raume und Homoomorphie

Metrische Raume

Eine ebenso richtige wie nichtssagende Antwort auf die Frage, was denn
Topologie sei, ware ,,das Studium stetiger Abbildungen. “ Stetigkeit kennen wir
bisher als Eigenschaft von Funktionen zwischen Teilmengen des euklidischen
Raums oder allgemeiner zwischen metrischen Raumen.

1.1 Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik auf X ist eine
Funktion d: X x X — R, so dass

(i) d(x,y) > 0 fir alle z,y € X und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = v,
(ii) d(z,y) = d(y, z) fur alle x,y € X  (Symmetrie),
(iii) d(z,2) +d(z,y) > d(z,y) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf ihr.

Wir werden den metrischen Raum (X, d) nur mit X bezeichnen, wenn
keine Verwechslungsmoglichkeit besteht.

1.2 Beispiele und Definitionen.

> Der euklidische Raum R™ mit der Metrik d(z,y) = (3, (zx — yk)Q)%
ist wohl der metrische Raum, den wir am besten kennen. Wenn wir
von dem R" als metrischen Raum reden, ohne naher die Metrik zu
bestimmen, werden wir immer diese meinen.

> Ist (X, d) ein metrischen Raum und Y C X, so ist auch (Y, d|y«y) ein
metrischer Raum. Insbesondere konnen wir also jede Teilmenge eines
euklidischen Raumes als metrischen Raum auffassen.

> Eine beliebige Menge X wird durch die diskrete Metrik

d: X xX—-R
0, z=y
(z,y) —
1, z#y
zu einem (nicht sehr spannenden, aber durchaus wichtigen) metrischen

Raum.
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1.3 Definition (Stetigkeit). Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume
und f: X — Y eine Funktion. Ist x € X, so heif3t f stetig in x, wenn zu
jedem e € R, e > 0, ein 6 € R, 6 > 0 exisitiert, so dass fur alle ' € X
mit dx (z,2") < ¢ gilt, dass dy (f(x), f(2’)) < . Die Funktion f heifit stetig,
wenn sie in jedem x € X stetig ist.

Fiir ein paar wichtige Teilmengen von euklidischen Rdumen legen wir
Bezeichnungen fest.

1.4 Notation. Es sei
I={zxeR:0<zx<1}
das Einheitsintervall und fiir n € N
D" :={x e R": ||z|| <1}
die n-dimensionale Scheibe (auch Ball oder Kugel genannt) und
S"i={z € R": ||z|| = 1}

die n-dimensionale Sphére, wobei ||| die euklidische Norm bezeichne.

Homoomorphie

In der Topologie betrachtet man Réume meist nur bis auf Hom6omorphie,
eine Aquivalenzrelation, die wir jetzt definieren.

1.5 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Réumen
heifit ein Homédomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige Abbildung
g:Y — X gibt, so dass fog =idy, go f = idx. Zwei Rdume X und Y
heiflen homdomorph, X ~ Y, wenn zwischen ihnen ein Hom6omorphismus
existiert.

Etwas direkter ausgedriickt ist ein Homoomorphismus also eine stetige
Bijektion, deren Umkehrfunktion auch stetig ist.

1.6 Beispiel. Man betrachte I" = {(z1,...,2,) € R": x € I fir alle k}.
Die Abbildung

I’rL — DTL
o 2||§j8gﬁj§:;;jj§§|| maxy|zy — 1/2], = # (1/2,1/2,...,1/2),
: r=(1/2,1/2,...,1/2),
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ist ein Homéomorphismus mit inverser Abbildung

D" — "

a1zl @ #0,
) z =0,

T (1/2,1/2,...,1/2)+{

wie man durch Nachrechnen feststellt.

1.7 Beispiel. Die Abbildung

0,27) — St = {(z,y) e R?: 2® + 4> =1}

x +— (sinz, cosx)

ist stetig und bijektiv, aber kein Homoomorphismus, denn die Umkehrab-
bildung ist bei (0,1) € S unstetig. In der Tat sind [0,27) und S* nicht
homo6omorph; um das zu zeigen, kénnte man die Kompaktheit von S' aus-
nutzen, oder dass [0, 27) einen Randpunkt hat, S aber nicht, oder dass S!
nie in zwei Teile zerfallt, wenn man einen Punkt herausnimmt, oder... Zu
alledem spéater mehr.

1.8 Beispiel. Man betrachte einen Doughnutﬂ und eine Kaffeetasse als
Unterrdume des R3. Diese sind homdomorph, wie wir jetzt andeuten wollen.
Zunachst schlagen wir von der Tasse den Henkel ab, markieren aber auf
beiden Teilen die Bruchstelle. Ebenso schneiden wir den Doughnut so in zwei
Teile, dass jeder von ihnen wie ein Henkel aussieht. Nun gibt es schon einmal
einen Hom6omorphismus von dem Tassenhenkel zu der einen Doughnuthalfte,
der Bruchstelle auf Schnittstelle abbildet. Die zweite Doughnuthéalfte ist ein
(gebogener) Zylinder, also, da wir ja bereits in gesehen haben, dass
Kanten nichts ausmachen, ein Ball. Von dem von der Tasse iibriggebliebenen
Becher bemerken wir, dass er auch bis auf HomGomorphie nichts anderes
ist als ein Ball, auch wenn er recht platt ist und gebogen im R? liegt. Nun
gibt es zwischen diesen beiden Stiicken also wieder einen Homéomorphismus,
und zwar sogar einen, der wieder Bruchstelle auf Schnittstelle abbildet.
Das ganze lasst sich so einrichten, dass die beiden Homéomorphismen an
der Bruch- beziehungsweise Schnittstelle zusammenpassen und so einen
Homo6omorphismus von der Tasse zum Doughnut liefern.

1.9 Beispiel. Den Doughnut aus dem letzten Beispiel nennen wir iiblicher-
weise den Volltorus, seinen Rand den Torus. Als Rotationskorper im R?
erhalt man sie zum Beispiel als

{(zsing,zcos g, y): (z,y,0) € R?, (x —2)* +¢* < 1}

'Man verzeihe die Amerikanisierung. Natiirlich gibt es auch deutsches Gebéck gleicher
Form, und das schmeckt sicher auch zu Kaffee.
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Abbildung 1.1: Torus in Mathematica

fir den Volltorus und

{(wsing,acos 6,1): (w,9,0) € B, (2 — 2)2 + 2 = 1}

fir den Torus, man vergleiche mit [Abbildung 1.1 die die Mathematica—
Ausgabe fiir

ParametricPlot3D|
{Sin[phi|(Sin[rho] + 2), Cos[phi](Sin[rho| + 2), Cos[rho]},
{phi,0,2Pi}, {rho,0,2Pi}]
zeigt. Hier wurde also auch noch {(x,%): (z — 2)? + y? = 1} durch (sinp +
2, cos p) parametrisiert.

Natiirlicher jedoch erhélt man zu diesen homéomorphe Raume als Teil-
mengen des R* = R? x R2, namlich den Volltorus als S* x D? und den Torus
als S x S'. Ein Homdomorphismus ist in beiden Féllen die Einschrinkung
der Abbildung

R* — R?

(21,22, 23, 24) = (23 + 2)21, (3 + 2)72, 74)
und die Umkehrabbildung die Einschrankung von

(B?\ {0}) x R — R

T xT9 / 2 9
($1,$C2,$3)'—> 2 3 5 ok 1171+$2—2,$C3
\/$1+932 \/5’31 + 13
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Das Nachrechnen ist lastig, aber elementar.

1.10 Beispiel. Ist X eine Menge, auf der zwei Metriken d und d’ definiert
sind, und gibt es eine Konstante C' > 0, so dass d'(z,y) < Cd(z,y) fir alle
x,y € X, so ist die Abbildung

it (X,d) — (X,d)

r—x

stetig (setze  := §); gibt es auBerdem ein C” > 0, so dass d(z, y) < C'd'(z,y),

so ist ¢ ein Homdomorphismus. Dies lésst sich auf die Metriken dp(z,y) :=
1

O klze — yk|P)?, p > 1 und doo (2, y) := maxy |z —yx| auf R™ anwenden, die

also alle homéomorphe Raume liefern, denn es ist ja

doo(z,y) < dp(z,y) < di(2,y) < ndeo(z,y).

1.11 Beispiel. Die Abbildung tan: (—7/2,7/2) — R ist ein Hom6omor-
phismus, denn sie ist stetig und hat die stetige Umkehrabbildung arctan.

Das letzte Beispiel zeigt, dass Vollstandigkeit keine Eigenschaft ist, die
von einem Homdéomorphismus erhalten bleibt: R ist vollstandig, aber das
offene beschriankte Intervall (—m /2, 7/2) nicht. Das liegt daran, dass stetige
Abbildungen im allgemeinen Cauchy-Folgen nicht auf Cauchy-Folgen werfen.

Die letzten beiden Beispiele zeigen, dass eine Metrik viel mehr Information
tragt, als man wirklich braucht, wenn man nur an Eigenschaften interessiert
ist, die unter Homéomorphie erhalten bleiben. Eine wesentlichere Rolle als
die Metrik selbst werden die offenen Mengen spielen, die von ihr bestimmt
werden.

Offene Mengen

1.12 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Fiir £ > 0 ist die e-Umgebung
eines Punktes x € X die Menge B.(z) := {2’ € X: d(z,2') < ¢}. Eine
beliebige Menge U C X heifit Umgebung von x, wenn es ein € > 0 gibt, so
dass B.(z) C U. Eine Menge U C X heifit offen, wenn sie Umgebung eines
jeden der Punkte ist, die sie enthélt.

1.13 Bemerkungen.
> Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort, dass Be(x) offen ist.

> Wir haben den Begriff der offenen Menge mit Hilfe des Begriffes der
Umgebung definiert. Andersherum gilt: Eine Menge U ist Umgebung
von z, wenn eine offene Menge O existiert, so dass x € O C U. Beachte,
dass wir, im Gegensatz zu einigen alteren Autoren, nicht fordern, dass
U selbst offen ist.
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1.14 Beispiel. Ist X mit der diskreten Metrik versehen, so gilt fiir jedes
r € X, dass By(r) = {z} ist, also ist {z} und damit jede Menge, die x
enthéalt, eine Umgebung von = und jede Teilmenge von X offen.

Um stetige Abbildungen zu beschreiben, geniigt es vollig, die offenen
Mengen der beteiligten Rdume zu kennen.

1.15 Proposition. Seien X, Y metrische Riume und f: X — Y eine
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) f ist stetig.
(ii) Fiir jede offene Menge U C'Y ist auch f~1[U] offen.

Beweis. ,=“: Sei f stetig und U C Y offen. Sei x € f~1[U], also f(x) € U.
Da U offen ist, gibt es dann ein € > 0, so dass B:(f(x)) C U. Aufgrund der
Stetigkeit von f existiert nun ein § > 0, so dass f[Bs(x)] C B:(f(z)). Das
heiBt, dass Bs(x) C f~1[U]; also ist, da z beliebig gewihlt war, f~1[U] offen.

,<=" Sei f nicht stetig. Dann existiert ein x € X und ein € > 0, so dass
es zu jedem ¢ > 0 ein o’ € Bjs(z) gibt, so dass f(z') ¢ B:(f(x)). Es gibt also
kein & > 0, so dass Bs(x) C f~[B(f(x))] wire. f~1[B:(f(z))] ist also keine
Umgebung von z und damit nicht offen, obwohl B.(f(z)) offen ist. O

1.16 Korollar. Fine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen ist
genau dann ein Homdoomorphismus, wenn f bijektiv ist und fir alle Mengen
M C X gilt, dass f[M] genau dann offen ist, wenn M offen ist. O

Die offenen Mengen sind also tatséchlich, worauf es ankommt, wenn man
Ré&ume bis auf Hom6omorphie betrachtet. Die folgenden Figenschaften der
Familie der offenen Mengen eines metrischen Raumes sind so fundamental,
dass wir sie bald zu Definitionen erheben werden.

1.17 Proposition. In einem metrischen Raum X gilt:
(i) Der Schnitt einer endlichen Menge von offenen Mengen ist offen.
(ii) Die Vereinigung einer beliebigen Menge von offenen Mengen ist offen.

(iii) Sind x,y € X und ist x # y, so existieren offene Mengen U,V C X
mitxeU,yeV,UNV =0Q.

Beweis. Zu Seien Uy, ..., U, offen, r € N, und sei « € [, Uy. Dann gibt es
er > 0, so dass B;, (z) C Uy. Mit € := min{ey} ist € > 0 und B.(z) C () Us.
Zu|(ib)} Seitd C P(X), und U offen fiir alle U € Y. Sei nun = € [JU. Dann
gibt es ein U € U, so dass x € U, und damit ein ¢ > 0 mit B.(x) € U C JU.
Zu (i)} Ist = # y, so ist € := d(z,y)/2 > 0. Sei nun z € B.(z). Dann ist
nach der Dreiecksungleichung z ¢ B.(y). Also ist B:(x) N B:(y) = O. O
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Die Kategorie topologischer Raume

Wir haben gesehen, dass es, wenn man Raume — das waren bisher metrische
Raume — bis auf Homoomorphie betrachtet nur auf die offenen Mengen
ankommt und haben angekiindigt, die Eigenschaften aus|Proposition 1.17] zu
Axiomen zu machen. Das geschieht nun.

1.18 Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Topologie auf X ist
eine Teilmenge 7 der Potenzmenge von X, so dass die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt sind.

(i) Firalle O C 7T ist YO € T.
(i) Sind O1,...,0, €T, neN,soist (|, Or € 7T.

Eine Teilmenge von X heifit offen, wenn sie in 7 enthalten ist. Ein topologi-
scher Raum ist eine Paar (X,7) bestehend aus einer Menge X und einer
Topologie 7 auf ihr.

1.19 Bemerkung. Héufig fordert man auch noch @ € 7 und X € 7, aber
das ist in obigem bereits enthalten: Es ist @ C 7 und |0 = @, auBerdem
0eNund N)_, 0, =N0O = X.

Wie auch schon bei metrischen Rdumen werden wir den topologischen
Raum (X, 7) nur mit X bezeichnen, wenn keine Verwechslungsmoglichkeit
besteht.

Eine der Eigenschaften, die wir in [Proposition 1.17] festgestellt haben,
fehlt noch.

1.20 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit hausdorffsch und
damit ein Hausdorff-Raum oder auch T5-Raum, wenn zu je zwei Punkten
xo,21 € X, xg # x1, Mengen Oy,01 € 7 mit 2; € O; und Oy N O = O
existieren.

Das T in Tb kommt daher, dass es sich um eine Trennungseigenschaft
handelt: Je zwei verschiedene Punkte kénnen durch offene Mengen getrennt
werden. Die 2 in T, verspricht, dass es derer noch mehr gibt.

Die néchste Definition ist durch [Proposition 1.15| motiviert.

1.21 Definition. Es seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rédume. Eine
stetige Abbildung f: (X, 7Tx) — (Y, 7y) ist eine Funktion f: X — Y, so dass
fﬁl[O} € Tx fur alle O € Ty.

Trivial, aber so wichtig, dass wir es notieren:

1.22 Proposition. Ist X ein topologischer Raum, so ist die Identitat idx
eine stetige Abbildung. Sind X, Y, Z topologische Riume und f: X — Y,
g: Y — Z stetige Abbildungen, so ist die Komposition go f: X — Y eine
stetige Abbildung.
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Beweis. Es ist id7'[0] = O und (go f)7'[0] = f~ [¢7[O]]. O

Und schliefllich wiederholen wir in diesem neuen Kontext die Definition
der Hom6omorphie.

1.23 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen R&u-
men hei3t ein Homdomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige
Abbildung g: Y — X gibt, so dass fog =1idy, go f = idx. Zwei Raume X
und Y heilen homoomorph, X ~ Y, wenn zwischen ihnen ein Homéomor-
phismus existiert.

Homdomorphie war bei metrischen Raumen nur eine von mehreren sinn-
vollen Aquivalenzrelationen, und eine recht schwache noch dazu, das heifit
eine, die einiges an Information ignorierte. Bei topologischen Rdumen hinge-
gen ist Homdomorphie eine sehr natiirliche Aquivalenzrelation, in gewisser
Weise die starkstmogliche sinnvolle Aquivalenzrelation. Insbesondere ist,
wenn 77 und 75 Topologien auf derselben Menge X sind, die Funktion

i (X, 7)) — (X, 73)

r+— X

genau dann ein Homéomorphismus, wenn 7; = 7.
Nun ist es aber Zeit fiir ein paar Beispiele. Eigentlich jedoch war der
letzte Teil schon voll von ihnen:

1.24 Beispiel und Definition. Ist X eine Menge und d eine Metrik auf X,
so bilden die beziiglich d offen Teilmengen von X eine Topologie auf X, die
von der Metrik d induzierte Topologie. Diese Topologie ist hausdorffsch. Ist
Y ein weiterer metrischer Raum, so ist eine Funktion f: X — Y genau dann
stetig als Abbildung zwischen metrischen Rdumen, wenn sie es als Abbildung
zwischen den induzierten topologischen Raumen ist.

1.25 Beispiele und Definitionen. Ist X eine Menge, so ist die Potenz-
menge P(X) selbst eine Topologie, die diskrete Topologie. Wir haben bereits
in gesehen, dass sie von der diskreten Metrik induziert wird.

{0, X} ist ebenfalls eine Topologie auf X, sie wird manchmal die indis-
krete Topologie oder auch anschaulicher die Klumpentopologie genannt. Hat
X mindestens zwei Elemente, so ist sie nicht hausdorffsch, also gibt es keine
Metrik, die diese Topologie induzieren wiirde.

Wir werden spéter auch Hausdorff-Raume kennenlernen, die von keiner
Metrik induziert werden. Uberhaupt kann man sich fragen, wie die topologi-
schen Raume charakterisiert werden kénnen, die von einer Metrik induziert
werden, die also, wie man sagt, metrisierbar sind. Wir werden diese Frage
spéter teilweise beantworten.
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1.26 Beispiel. Ist X eine beliebige Menge, so bilden all die Teilmengen
von X, deren Komplemente endlich sind zusammen mit der leeren Menge
eine Topologie auf X (Nachrechnen!), die kofinite Topologie.

Ist X unendlich, so ist auch die kofinite Topologie auf X nicht hausdorffsch.
Nun scheint das wieder eine sehr ,komische“, nur zum Konstruieren von
Gegenbeispielen geeignete Topologie zu sein. Das tduscht aber, denn in der
Tat geben algebraische Geometer gerne der eindimensionalen Linie diese
Topologieﬂ Wir tun also gut daran, nicht nur Hausdorff-Raume zu betrachten.

Mehr Mengen

Wir definieren nun fiir Teilmengen topologischer Rdume ein paar Eigenschaf-
ten und Operationen, die zumindest fiir Teilmengen des R™ schon aus der
Analysis-Grundvorlesung bekannt sein sollten.

1.27 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge von X
heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Da Schnitte von Komplementen Komplemente von Vereinigungen und
umgekehrt sind, folgt sofort aus der Definition einen topologischen Raumes.

1.28 Proposition. Sei X ein topologischer Raum, dann gilt:

(i) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

(i) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Ist X eine Menge, T C P(X), und ist die Menge {AC X: X —AeT}
abgeschlossen gegeniiber beliebigen Schnitten und endlichen Vereinigungen,
so ist T eine Topologie auf X . O

Eine Topologie kann also genau so gut wie durch Angabe der offenen
Mengen durch Angabe der abgeschlossenen Mengen definiert werden.

1.29 Beispiel. In einem mit der kofiniten Topologie versehenen Raum ist
eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie endlich oder gleich dem
ganzen Raum ist. Dass dies eine Topologie ist, liegt also im wesentlichen
daran, dass Schnitte endlicher Mengen eindlich sind und ebenso endliche
Vereinigungen endlicher Mengen.

Was wir in [Bemerkung 1.13| fiir Umgebungen in metrischen Rdumen
festgestellt haben, machen wir wieder zur Definition.

1.30 Definition. Sei X ein topologischer Raum und = € X. Eine Menge
U C X heiBit Umgebung von x, wenn eine offene Menge O existiert, so dass
xreOcCU.

2Dies ist ein sehr spezieller Fall der Zariski-Topologie.
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1.31 Definitionen und Propositionen. Sei X ein topologischer Raum
und A C X.
int A := U{U C A: U offen}

ist die grofite in A enthaltene offene Menge und heifit das Innere von A.

A= ﬂ {C C X: AcC C,C abgeschlossen}

ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthalt und heifit der Abschluss
von A.
A=A —int A

heifit der Rand von A.
Ein Punkt z € X heifit innerer Punkt von A, wenn x € int A, Berdhrpunkt
von A, wenn x € A und Randpunkt von A, wenn x € 0A.

An dieser Stelle sei es den StudentInnen ans Herz gelegt, die verschiede-
nen ihnen bereits bekannten Charakterisierungen und Eigenschaften dieser
Begriffe aus diesen Definitionen herzuleiten.

1.32 Definitionen. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heiBt dicht, wenn A = X, nirgends dicht, wenn int A = @.

Mehr Stetigkeit

Wir haben Stetigkeit bisher nur global definiert. Von metrischen Raumen
her kennen wir auch den lokalen Begriff der Stetigkeit in einem Punkt.

1.33 Definition. Seien X, Y topologische Rdume, x € X und f: X — Y
eine Funktion. f heifit stetig in x, wenn fiir jede Umgebung U von f(z) das
Urbild f~![U] eine Umgebung von z ist.

Wir bemerken:

1.34 Proposition. Fine Funktion f: X — Y zwischen topologischen Rdu-
men ist genau dann stetig, wenn sie in jedem x € X stetig ist. O

Eine einfache Umformulierung der Definition ist

1.35 Proposition. Fine Funktion f: X — Y zwischen topologischen Rdu-
men ist in x € X genau dann stetig, wenn es zu jeder Umgebung V' von f(x)
eine Umgebung U von x gibt, so dass flU] C V.

Beweis. Sei V eine Umgebung von f(x). Ist f in x stetig, so ist f~1[V] eine
Umgebung von z, und es ist f [f~'[V]] C V. Existiert andererseits eine
Umgebung U von x mit f[U] C V, soist U C f~}[V] und auch f~1[V] eine
Umgebung von z. O
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Fiir metrische Raume stimmen diese Definitionen mit denen iiberein, die
wir bereits hatten.

1.36 Proposition. Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, x € X und
f: X =Y eine Funktion. Seien auflerdem Tq, und 1y, die von den Metriken
induzierten Topologien. Dann sind daquivalent:

(i) f: (X,dx) — (Y,dy) ist stetig in x.
(i) f: (X, Zq,) — (Y, 7g,) ist stetig in x.

Beweis. ,=*: Sei V eine Umgebung von f(z). Es existiert ein € > 0, so dass

B.(f(z)) € V. Nun existiert ein § > 0, so dass f[Bs(x)] C B:(f(z)) C V.
,<=“ Sei £ > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von z, so dass f[U] C

B.(f(z)). Nun gibt es wiederum ein 6 > 0, so dass Bs(z) C U, also

f[Bs(x)] € Be(f(x))- D

Wir schauen uns den Beweis noch einmal an: Die e-§-Definition der
Stetigkeit ist fast genau die Beschreibung in [Proposition 1.35] nur dass sie
nur e-Umgebungen anstelle beliebiger zuldsst. Da es aber geniigend viele
e-Umgebungen gibt, macht das keinen Unterschied. Wir formalisieren nun
dieses ,,geniigend viele“.

1.37 Definition. Sei X ein topologischer Raum und x € X. Eine Umge-
bungsbasis von x ist eine Menge B von Umgebungen von z, so dass es zu
jeder Umgebung U von x ein V € B gibt, so dass V C U.

Was wir also soeben die folgende Tatsache benutzt.

1.38 Proposition. Ist X ein metrischer Raum und © € X, so ist die Menge
{B:(x): € > 0} eine Umgebungsbasis von x. O

Und eigentlich haben wir das folgende gezeigt.

1.39 Proposition. Es scien X, Y topologische Rdume, x € X, f: X —
Y eine Funktion. Sei auflerdem B eine Umgebungsbasis von x, B eine
Umgebungsbasis von f(x). Dann ist f in x genau dann stetig, wenn es zu

jedem V € B' ein U € B gibt, so dass f[U] C V. O

Das ist typisch: Anstatt eine Eigenschaft fiir alle Umgebungen eines
Punktes nachzupriifen, gentigt es haufig, dies nur fiir alle Elemente einer
Umgebungsbasis zu tun.

Man lasse sich nicht von dem Wort Umgebungsbasis verwirren. Vergleicht
man die Situation mit Vektorrdumen, so entspricht das eher einem Erzeu-
gendensystem. Zum Beispiel ist ja immer die Menge aller Umgebungen eines
Punktes eine Umgebungsbasis.
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Unterraume und das Produkt zweier Raume

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes wird auf natiirliche Art selbst
zu einem topologischen Raum.

1.40 Definition und Proposition. Sei (X,7) ein topologischer Raum
und Y C X. Dann ist {ONY: O € T} eine Topologie auf Y, die Unter-
raumtopologie. Y versehen mit der Unterraumtopologie heifit ein Unterraum
von X.

Die Unterraumtopologie ist gerade so gemacht, dass die Inklusionsab-
bildung stetig wird. Um das besser formulieren zu kénnen, fithren wir zwei
Begriffe ein.

1.41 Definition. Seien X eine Menge und 77, 75 Topologien auf X. 77 heifit
grober als T und 7y feiner als 77, wenn 77 C 75.

1.42 Proposition. Ist X ein topologischer Raum und Y C X, so ist die Un-
terraumtopologie die grobste Topologie aufY , so dass die Inklusionsabbildung
1: Y — X stetig ist. ]

Wir notieren noch eine weitere einfache aber wichtige Eigenschaft.

1.43 Proposition. Seien X, Z topologische Rdiume, Y C X mit der Un-
terraumtopologie versehen und i:' Y — X die Inklusion. Fine Funktion
f: Z =Y ist genau dann stetig, wenn i o f stetig ist.

Beweis. Ist f stetig, so auch i o f, da i stetig ist. Sei nun i o f stetig und
U C Y offen. Dann gibt es eine offene Menge O C X mit U = ONY, also
U = i710]. Es folgt, dass f~1[U] = f~1[i71[O]] = (i o f)~![O] offen ist. [

Fine weitere wichtige Konstruktion ist das Produkt von Raumen. Wir
werden Produkte —auch unendlich vieler Raume— spéter noch genauer
behandeln, daher begniigen wir uns hier mit dem Produkt zweier Raume.

Mengen der Form U x V sollten fiir offene U, V' offen sein; diese bilden al-
lerdings noch keine Topologie, da die Vereinigung zweier Mengen dieser Form
nicht wieder von dieser Form zu sein braucht. Wir miissen also Vereinigungen
auch noch hinzunehmen. Wir machen dies nun systematisch.

1.44 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Basis der Topolo-
gie 7 ist eine Familie von offenen Mengen B C 7, so dass jede offene Menge
Vereinigung von Elementen aus B ist, so dass also T = {|JM: M C B} gilt.

Da eine Basis offenbar die Topologie bestimmt, kann man die Topologie
beschreiben, indem man eine Basis angibt. Dabei ist es hilfreich, zu wissen,
wann eine gegebene Familie von Teilmengen Basis einer Topologie ist.
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1.45 Proposition. Sei X eine Menge, und B C P(X). Ist B abgeschlossen
unter endlichen Schnitten, so ist {{JM: M C B} eine Topologie auf X mit
Basis B. U

1.46 Bemerkung. Die Voraussetzung in dieser Proposition kann noch
abgeschwacht werden, wir brauchen das aber im Moment nicht.

Wir sind nun bereit, das Produkt zweier topologischer Raume zu definie-
ren.

1.47 Definition. Seien (X, 7x) und (Y, 7y ) topologische Rdume. Die Pro-
dukttopologie auf X x Y ist die Topologie mit der Basis

{UXV:UETx,VETy}.

X x Y versehen mit dieser Topologie heifit das Produkt der Raume (X, 7x)
und (Y, 7y).

Wenn nichts anderes gesagt ist, werden wir immer davon ausgehen, dass
X x Y die Produkttopologie tréagt.
Noch bevor wir Produkte genauer untersuchen, kénnen wir feststellen:

1.48 Proposition. Das Produkt zweier Hausdorffraume ist hausdorffsch.

Beweis. Seien X, Y Hausdorffraume, (z,y), (z',y) € X XY, (z,y) # (2, ).
Dann ist x # 2’ oder y # ¢, o0BdA z # 2’. Seien U, U’ disjunkte Umgebungen
von x beziehungsweise x’. Dann sind U x Y und U’ x Y disjunkte Umgebungen
von (x,y) beziechungsweise (z’,1"). O

Zur Vorbereitung noch ein weiterer Begriff.

1.49 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Subbasis der
Topologie 7 ist eine Familie von offenen Mengen S C 7, so dass jede offene
Menge Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen von § ist, so
dass also {(;_; Or: n € N,Oy € S} eine Basis von 7 ist.

Wir bemerken kurz:

1.50 Proposition. Ist X eine Menge, so ist jede Teilmenge von P(X) eine
Subbasis einer Topologie auf X .

Beweis. {(j—; Ok: n € N,Oy € S} ist unter endlichen Schnitten abgeschlos-
sen und daher nach [Proposition 1.45|die Basis einer Topologie. O

Doch nun weiter.

1.51 Proposition. Seien (X,7x) und (Y,7y) topologische Raume. Dann
ist die Menge
{OXY:OET)(}U{XXO: OETy}

eine Subbasis der Produkitopologie auf X X Y. O
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1.52 Proposition. Seien X, Y topologische Riume und

pr: X xY —X p2: X XY =Y
(,y) — (z,y) —y

die kanonischen Projektionen. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie
auf X XY, so dass p1 und po stetig sind.

Beweis. p1 ist genau dann stetig, wenn pfl[O] = O x Y fir alle offenen
O C X offen ist. Ebenso ist ps genau dann stetig, wenn alle X x O, O C Y
offen, offen sind. Nun ist eine Topologie offenbar genau dann die grébste,
in der diese Mengen offen sind, wenn diese Mengen eine Subbasis von ihr
bilden. O

Um Stetigkeit nachzupriifen, geniigt es, eine Subbasis zu betrachten:

1.53 Proposition. Seien X, Y topologische Riume und S eine Subbasis
der Topologie von Y. Eine Funktion f: X —Y ist genau dann stetig, wenn
f7YO] fiir alle O € S offen ist.

Beweis. ,=* ist klar, denn alle O € § sind offen. “«<,: Sei U C Y offen.
Dann gibt es eine Indexmenge I, n; € N fiir alle ¢ € I und O;;, C S fiir alle
i€l,1<k<mn;sodass U= J;c; i, Oik- Nun ist f7[Ou4] fiir alle 4, k
offen. Damit ist auch

o=t [U ﬂ Oi

i€l k=1

- ﬂ FH0w]

i€l k=1

offen. O

1.54 Proposition. Seien X, Y topologische Riume, dann ist die Produktto-
pologie die feinste Topologie auf X XY, so dass fiir alle topologischen Rdaume
Z und alle stetigen Abbildungen f: Z — X und g: Z — 'Y die Abbildung

(f,9): Z —-X XY
2= (f(2),9(2))

stetig 1st.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass X x Y mit der Produkttopologie diese
Eigenschaft hat. Dazu geniigt es nach [Proposition 1.53] Urbilder von Ele-
menten einer Subbasis zu betrachten. Sei daher U ein beliebiges Element
der Subbasis aus [Proposition 1.51] etwa O x Y mit O C X offen. Nun ist
(f,9) U] = (f,9)71[O x Y] = f~YO] offen, da f stetig ist.
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Bezeichnen wir nun die Produkttopologie mit 7 und nehmen wir an, 7’
sei eine weitere Topologie auf X x Y der Eigenschaft aus der Proposition.
Wir betrachten die Abbildung

it (X xY,T)— (X xY, T

Tr = Xx.

Es ist ¢ = (p1, p2) und nach [Proposition 1.52/sind p; und po stetig. Nach der
Vorraussetzung an 7" ist also 7 stetig. Das heifit aber gerade, dass 7’ c 7. O

Die Propositionen [I1.52] und ergeben zusammen eine wichtige Cha-
rakterisierung der Produkttopologie.

1.55 Korollar. Seien X, Y Rdume. Die Produkttopologie ist die einzige
Topologie auf X x Y, die die folgenden Eigenschaften gleichzeitig erfillt:

(i) Die kanonischen Projektionen auf die Faktoren sind stetig.

(ii) Fir einen beliebigen Raum Z und stetige Abbildungen f: Z — X und
g: Z —'Y st die Abbildung (f,g): Z — X XY stetig.

g



Abschnitt 2

Erste topologische Eigenschaften:
Zusammenhang und Kompaktheit

Zusammenhang

2.1 Definition. Ein Raum X heifit zusammenhdngend, wenn er aufler X
und @ keine Teilmengen hat, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Ein Raum X ist also genau dann nicht zusammenhéangend, wenn er sich
als disjunkte Vereinigung A U B nicht-leerer offener (oder abgeschlossener)
Mengen schreiben lasst. Man beachte, dass die Topologie auf X in diesem
Fall vollstéandig von den Unterraumtopologien auf A und B bestimmt wird,
denn U C X ist dann genau dann offen, wenn U N A und U N B offen sind.
Man kann in dieser Situation tatséchlich oft A und B einzeln betrachten.

2.2 Beispiele.

> Ein diskreter Raum ist genau dann zusammenhéngend, wenn er nur
einen Punkt hat.

> R — {0} ist nicht zusammenhéngend, wie die Zerlegung R — {0} =
(—00,0) U (0,00) zeigt.

Ein nicht-triviales Beispiel eines zusammenhangenden Raumes liefert die
folgende Charakterisierung.

2.3 Proposition. Sei X ein Raum. Dann sind daquivalent:
(i) X ist zusammenhdngend.

(ii) Ist f: X — R eine stetige Funktion und sind y,y',m € R mit y,y’ €
im f, y <m <, dann ist auch m € im f.

Beweis. ,=* Seien f,y,y’, m wie in der Proposition. Dann sind die Mengen
f (=00, m)] und f~Y[(m, o0)] disjunkte offene und nicht-leere Teilmengen
von X. Da X zusammenhangend ist, kann die Vereinigung dieser beiden
Mengen nicht ganz X sein, also ist m € im f.

20
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<= Sel X = AU B eine Zerlegung in disjunkte offene Mengen. Dann
ist die Funktion

f: X—=R

-1, z€A
€T —
1, reB

stetig. Da 0 ¢ im f, kénnen 1 und —1 nicht beide im Bild von f liegen. Also
ist A oder B leer. O

Finen zusammenhéngenden Raum kennen wir also aus Analysis I.

2.4 Proposition (Zwischenwertsatz). Das Einheitsintervall I ist zusam-
menhdangend. O

Auf eine Wiedergabe des aus dem ersten Semester bekannten Beweises
verzichten wir, bemerken aber, dass die Vollstandigkeit von R wesentlich war.

Im Beweis von [Proposition 2.3| haben wir nebenbei schon fast gezeigt,
dass stetige Bilder zusammenhangender Raume zusammenhéngend sind.

2.5 Proposition. Seien X, Y Raume, X zusammenhdngend und f: X —Y
stetig und surjektiv. Dann ist Y zusammenhdangend.

Beweis. Sei Y = AU B eine Zerlegung in disjunkte offene Teilmengen. Dann
ist X = f7HAJuU f~YB] und f~HA N fB] = f1[ANB] = @, und da
f stetig ist, sind f~1[A] und f~![B] offen. Da X zusammenhiingend ist, ist
f7YHA] = @ oder f71[B] = @. Aus der Surjektivitit von f folgt A = @ oder
B =0. O

Nun noch zwei Propositionen, die spater niitzlich sein werden.

2.6 Proposition. Ist X ein Raum und D C X dicht und zusammenhdngend,
so ist X zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X offen-abgeschlossen und nicht-leer. Da A offen und nicht-
leer und D dicht ist, ist AN D # . Da D zusammenhéngend und A N D
offen-abgeschlossen in D ist, ist nun AN D = D, also D C A. Damit ist auch
A dicht in X. Da A abgeschlossen ist, ist A = X. O

2.7 Proposition. Sei X ein Raum und M C P(X). Sind alle M € M
zusammenhdngend und ist X = |JM, M N M' # O fir alle M, M' € M, so
ist X zusammenhdangend.

Beweis. Sei A C X offen-abgeschlossen. Dann ist A N M offen-abgeschlossen
in M fir alle M € M. Sei nun A # (@. Dann gibt es ein M € M mit
ANM # (. Da M zusammenhéngend ist, ist AN M = M. Fiir beliebiges
M e Mistnun @ # M NM' C AnM’, also, da M’ zusammenhéangend ist,
ANM = M'. Damit ist A = X. O
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Komponenten

Wir wollen nun einen gegebenen Raum X als disjunkte Vereinigung zusam-
menhangender Unterrdume darstellen. Man konnte nun hoffen, dass dies
immer so moglich sei, dass jeder dieser Unterrdume zugleich offen und abge-
schlossen ist. Dies wird aber im allgemeinen nicht moglich sein, wie schon
das Beispiel X = {1/n: n € N,n >0} U {0} zeigt: Jeder Unterraum mit
mehr als einem Punkt ist nicht zusammenhéngend, denn das gréfite Element
kann von dem Rest durch eine offen-abgeschlossene Menge getrennt werden.
Andererseits ist aber {0} nicht offen in X.

Um dennoch jeden Raum als disjunkte Vereinigung moglichst grofler
zusammenhéngender Teilrdume darzustellen, betrachten wir die folgende
Aquivalenzrelation.

2.8 Definition. Sei X ein Raum. Wir definieren auf X eine Relation ~,
durch

P~y Qi

Es gibt einen zusammenhangenden Unterraum Z C X mit p,q € Z.

2.9 Proposition. ~, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Zur Reflexivitat bemerke, dass einelementige Unterrdume zusam-
menhéangend sind. Symmetrie ist klar. Die Transitivitat folgt aus
lon 2.7 O

2.10 Definition. Die Aquivalenzklassen der Relation ~;, heifien die Zusam-
menhangskomponenten oder kurz Komponenten des Raumes.

2.11 Proposition. Sei X ein Raum.

(i) Die Komponenten von X sind nicht-leer, und X ist disjunkte Vereini-
gung seiner Komponenten.

(ii) Jede zusammenhdingende Teilmenge von X ist in einer Komponente
enthalten.

(iii) Die Komponenten sind abgeschlossen und zusammenhdngend.
Die Komponenten sind also maximal zusammenhéngende Teilmengen.

Beweis. folgt daraus, dass ~, eine Aquivalenzrelation ist, direkt
aus der Definition von ~,. Sei nun K eine Komponente und z € K. K
ist die Vereinigung aller zusammenhangenden Teilmengen, die  enthalten.
Nach |Proposition 2.7ist K zusammenhéngend. Da nach [Proposition 2.6|der
Abschluss von K ebenfalls zusammenhéngend ist, muss nach dem bisher
gezeigten K selbst abgeschlossen sein. Damit ist auch gezeigt. (|
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2.12 Beispiel. Die Komponenten von R — {0} sind (—o0,0) und (0, c0).

2.13 Beispiel. Obiger Diskussion ist zu entnehmen, dass jede einelementige
Teilmenge von {1/n: n € N;n > 0} U{0} eine Komponente ist. Dieser Raum
enthélt also mit {0} eine Komponente, die nicht offen ist.

Das Verstédndnis der Komponenten vereinfacht den Beweis des folgenden
Satzes.

2.14 Proposition. Sind X und Y zusammenhdngende Rdaume, so ist auch
X XY zusammenhdngend.

Beweis. Seien (x,y) und (2,y’) beliebige Punkte von X xY. Da {z} xY ~ Y
zusammenhéngend ist, liegen (z,y) und (z,y’) in der selben Komponente
von X x Y. Da X x {y'} zusammenhéngend ist, liegen (x,y’) und (2/,y’)
in der selben Komponente. Damit liegen (z,y) und (2/,y) in der selben
Komponente, und da sie beliebig gewéhlt waren, hat X x Y nicht mehr als
eine Komponente. ]

Eine Situation, in der die Zerlegung in Komponenten besonders angenehm
ist, ist die folgende.

2.15 Definition. Ein Raum heifit lokal zusammenhdngend, wenn jeder Punkt
eine Umgebungsbasis aus zusammenhangenden Umgebungen besitzt.

2.16 Proposition. Die Komponenten eines lokal zusammenhdngenden
Raumes sind offen-abgeschlossen.

Beweis. Sei K eine Komponente und ¢ € K. Dass K abgeschlossen ist,
haben wir bereits gezeigt. Nun besitzt = eine zusammenhéngende Umgebung.
Diese muss in K enthalten sein, also ist K selbst Umgebung von z. Da =
beliebig gewahlt war, ist K offen. O

Wegzusammenhang

Ein anderer wichtiger Zusammenhangsbegriff ist der des Wegzusammenhangs.
Wir gehen nun etwas schneller vor und definieren gleich die entsprechende
Aquivalenzrelation.

2.17 Definition. Sei X ein Raum. Wir definieren eine Relation ~, durch
Py =
Es existiert eine stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = p, w(1l) = g.
Eine solche Abbildung w heifit ein Weg von p nach q.

2.18 Proposition. ~, ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis. Seien p,q,7 € X. Der konstante Weg

cp: I — X
t—p

zeigt p ~ p und damit die Reflexivitat. Sei nun p ~y ¢ und w ein Weg von
p nach ¢. Dann ist

w I — X
t—w(l—1t)

ein Weg von ¢ nach p, was ¢ ~ p und die Symmetrie zeigt. Sei schliellich
zusitzlich ¢ ~y r und w’ ein Weg von ¢ nach r. dann ist

ein Weg von p nach r, was p ~y r und die Transitivitat zeigt. ]

2.19 Definition. Sei X ein Raum. Die Aquivalenzklassen beziiglich ~
heilen die Wegzusammenhangskomponenten oder Wegkomponente von X.
Ein Raum heiflit wegzusammenhdngend, wenn er nicht mehr als eine Wegzu-
sammenhangskomponente besitzt.

2.20 Proposition. Sei X ein Raum. Ist X wegzusammenhdngend, so auch
zusammenhdngend.

Beweis. Seien p,q € X beliebig. Da X wegzusammenhéangend ist, existiert
ein Weg w: I — X von p nach ¢. Da nach [Proposition 2.4 I zusammen-
hangend ist, ist nach [Proposition 2.5 auch w[/] zusammenhéngend, also
liegen p und ¢ in der gleichen Komponente. Damit hat X nicht mehr als eine
Zusammenhangskomponente. O

Dass die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, macht man sich als Ubung
an dem Beispiel {0} x [-1,1] U {(z,sin1): 2 > 0} C R? Klar.
2.21 Definition. Eine Teilmenge X C R" heiflt sternformig, wenn ein v € X
existiert, so dass fiir alle p € X und s € I auch sv+ (1 —s)p € X.

2.22 Proposition. Ist X C R” sternformig, so ist X wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei v € X wie in [Definition 2.21| und p € X beliebig. Dann ist
P~y V. O

2.23 Korollar. Ist X C R" konvez, so ist X wegzusammenhdangend. O
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2.24 Definition. Ein Raum heif}t lokal wegzusammenhdingend, wenn je-
der Punkt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhangenden Umgebungen
besitzt.

2.25 Proposition. Die Wegzusammenhangskomponenten eines lokal wegzu-
sammenhdngenden Raumes sind offen-abgeschlossen und stimmen mit den
Zusammenhangskomponenten tberein.

Beweis. Sei K eine Wegzusammenhangskomponente und « € K. Nun exi-
stiert eine wegzusammenhangende Umgebung U von x. Da 2’ ~y, x fiir alle
2’ € U, ist U C K. Damit ist K offen. Da das Komplement von K aber
die Vereinigung aller anderen Wegzusammenhangskompenten ist, ist das
Komplement von K auch offen. Damit ist K offen-abgeschlossen.

Nun ist, da die Wegzusammenhangskomponenten zusammenhangend
sind, jede Zusammenhangskomponente disjunkte Vereinigung von Wegzusam-
menhangskomponenten. Da die Zusammenhangskomponenten selbst zusam-
menhéngend und die Wegzusammenhangskomponenten offen-abgeschlossen
sind, kann keine Zusammenhangskomponenten disjunkte Vereinigung von
mehr als einer Wegzusammenhangskomponente sein. O

Kompaktheit

Den Begriff der Kompaktheit muss man wohl fiir jemanden, der eine Analy-
sisvorlesung gehort hat, nicht weiter motivieren. Fiir uns ist es nur wichtig,
aus den verschiedenen Charakterisierungen, die dort kennengelernt wurden
und die fiir Teilmengen des R™ dquivalent sind, die richtige als Definition
herauszupicken.

2.26 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Familie C C P(X)
von Teilmengen von X heiBt Uberdeckung (von X), wenn | JC = X, offene
Uberdeckung, wenn zusitzlich C C 7. Eine Teilmenge einer Uberdeckung, die
selbst [“Jberdeckung ist, heifit Teiluberdeckung.

2.27 Deﬁnition.ﬁ Sei X ein topologischer Raum. X heiflt quasikompakt,
wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Der Raum X heifit kompakt, wenn er quasikompakt und hausdorffsch ist.

Héufig werden quasikompakte Raume schon kompakt genannt, man lasse
also beim Literaturstudium Vorsicht walten.

Auch wenn wir sie erst spater benutzen werden, notieren wir eine weitere
Definition.

2.28 Definition. Sei X ein Raum. X heif3t lokal kompakt, wenn X haus-
dorffsch ist und jeder Punkt von z eine kompakte Umgebung besitzt.
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Da schon bekannt sein sollte, wann Unterrdume von euklidischen Raumen
kompakt sind, heben wir uns diese noch ein wenig auf und begniigen uns
mit einem Beispiel, das zeigt, dass Kompaktheit als Verallgemeinerung von
Endlichkeit angesehen werden kann.

2.29 Beispiel. Jeder endliche Raum (in der Tat jeder Raum mit nur endlich
vielen offenen Mengen) ist quasikompakt. Ein diskreter Raum X ist genau
dann quasikompakt (und damit kompakt), wenn er endlich ist (betrachte die
Uberdeckung {{z} : = € X}).

Nun wieder ein wenig Priiffungsvorbereitung fiir die, die die Analysisprii-
fung noch nicht hinter sich haben.

2.30 Proposition. Fin abgeschlossener Unterraum A eines quasikompakten
Raumes X ist quasikompakt.

Beweis. Sei C C P(A) eine offene Uberdeckung von A. Betrachte nun €’ :=
{U C X: U offen,U N A € C}. Nach der Definition der Unterraumtopologie
gibt es zu jedem V € C ein U € C' mit UN A =V. Daher ist C'U{X — A}
eine offene Uberdeckung von X und hat eine endliche Teiliiberdeckung C”.
{UNA: U € C"} ist nun eine endliche Teiliiberdeckung von C. O

2.31 Proposition. Fine quasikompakte Teilmenge K eines Hausdorffraumes
X st abgeschlossen.

Beweis. Sei x € X — K. Es ist zu zeigen, dass X — K Umgebung von x
ist. Setze C := {X — U: U Umgebung von x} Da X hausdorffsch ist, ist
UC =X — {z}, also ' := {UNK: U € C} eine offene Uberdeckung von K.
Nun existiert eine endliche Teiliiberdeckung von C’, also auch eine endliche
Menge U von Umgebungen von X, so dass |J {X -U:Uecl } D K, also
(U C X — K. Nun ist (U eine Umgebung von z, also ist auch X — K eine
Umgebung von z. O

Stetige Bilder quasikompakter Rdume sind quasikompakt.

2.32 Proposition. Sei f: X — Y stetig und surjektiv und X quasikompakt.
Dann ist auch Y quasikompakt.

Beweis. Sei C eine offene Uberdeckung von Y. Dann ist {f'U:Uec}
eine offene Uberdeckung von X. Es gibt daher eine endliche Teilmenge C’ C C,
so dass { U uvec } eine Uberdeckung von X ist. Aus der Surjektivitit
von f folgt, dass C’ eine Uberdeckung von Y ist: Sei y € Y und z € X mit
f(z) = y. Nun existiert U € ¢’ mit = € f~1[U], also y = f(z) € U. O

Kompaktheit kann sehr niitzlich bei der Konstruktion stetiger Abbildun-
gen sein.
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2.33 Proposition. Seien X, Y Rdume, X quasikompakt, Y hausdorffsch
und sei p: X — Y eine stetige Surjektion. Dann ist fir jeden Raum Z und
jede Funktion f:Y — Z, so dass f o p stetig ist, bereits f stetig.

2.34 Bemerkung. Man kann das auch wie folgt ausdriicken: Sind X,Y, Z
und p wie eben beschrieben und ist g: X — Z eine stetige Abbildung, so
dass g(x) = g(2’) fiir alle z, 2’ € X mit p(z) = p(a’), so existiert genau eine
stetige Abbildung f: Y — Z, so dass

x—2oy

N

A
kommutiert.

Beweis. Sei A C Z abgeschlossen. Es ist zu zeigen, dass f~1[A] abgeschlossen
ist. Da fop stetig ist, ist p~1[f~1[A]] abgeschlossen, also nach [Proposition 2.30|
quasikompakt. Nach [Proposition 2.32|ist p[p~![f~[A]]] quasikompakt und
nach [Proposition 2.31| abgeschlossen. Da p surjektiv ist, ist p[p~1[f~1[A]]] =
AL O

2.35 Beispiel. Ist Z ein beliebiger Raum und g: I — Z eine stetige Funk-
tion mit g(0) = g(1), so gibt es eine stetige Funktion f: S! — Z mit
f(sin(27t), cos(27t)) = g(t) fur ¢ € I. Natiirlich hétte man das auch noch
leicht per Hand nachrechnen kénnen.

2.36 Korollar. Ist h: X — Y eine stetige Bijektion von einem quasikom-
pakten Raum in einen Hausdorffraum, so ist h ein Homdomorphismus.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass h~': Y — X stetig ist, und nach dem eben
gezeigten ist das der Fall, da h=' o h = idx stetig ist. g

Produkte

Eine typische Anwendung von Kompaktheit ist auch die folgende Proposition.
Man benutzt sie zum Beispiel, um zu zeigen, dass ein lokaler Fluss auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit (oder ein lokaler Fluss auf R", der auerhalb
eines Kompaktums konstant ist) zu einem globalen Fluss erweitert werden
kann.

2.37 Proposition. Seien X, Y Rdume. Ist Y quasikompakt, x € X und
O C X xY offen mit {z} xY C O, so ezistiert eine Umgebung U von x, so
dass U xY C O.
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Beweis. Wir erinnern uns, dass {V x W: V C X offen, W C Y offen} eine
Basis der Produkttopologie ist. Daher gilt, wenn wir

C:={V x W:V Umgebung von z, W C Y offen, V x W C O}

setzen, {z} x Y C UC. Nun ist {W CY:Esex. VC X mit V x W € C}
eine offene Uberdeckung von Y. Aus der Quasikompaktheit von Y folgt nun
die Existenz von n € N und fiir 1 < £ <n Umgebungen V; C X von z und
offenen Mengen Wy, C Y, so dass Vi, x Wi C O und UZZI Wy =Y. Nun ist
U :=(r_; Vi eine Umgebung von z und

UxY =Ux|JWic | JVixW) CO,
k=1 k=1

wie gefordert. O

Dies ist auch ein Schritt im Beweis der folgenden Proposition, den wir
trotz ihrer Wichtigkeit als Ubung stellen, da sie spéater noch in groflerer
Allgemeinheit bewiesen werden wird[T]

2.38 Proposition. Das Produkt zweier quasikompakter Riume ist quasi-
kompakt.

Beweis. Als Aufgabe. O

Metrische Raume

Wenn wir uns nicht zu sehr auf das in der Analysis gezeigte beziehen wol-
len, sollten wir nun noch zeigen, dass eine Teilmenge eines euklidischen
Raumes genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt
ist. Aufgrund des bisher gezeigten, wiirde es geniigen, zu zeigen, dass das
Einheitsintervall kompakt ist; man iiberlege sich das. Das ginge auch schnell,
wére aber nicht sonderlich spannend. In [Mun75, Chap. 3, Thm. 6.1] findet
man eine Verallgemeinerung auf gewisse geordnete Raume. Wir werden eine
Verallgemeinerung auf metrische Raume behandeln, wie sie zum Beispiel in
[Bre93, 1.9] dargestellt ist. Dazu miissen wir allerdings fiir metrische Réume
gewisse Begriffe wie Cauchy-Folgen als bekannt voraussetzen.

2.39 Definition. Ein metrischer Raum heifit vollstdndig, wenn in ihm jede
Cauchy-Folge konvergiert.

2.40 Definition. Ein metrischer Raum heif3t fotal beschrankt, wenn er fiir
beliebiges € > 0 eine Uberdeckung durch endlich viele e-Kugeln besitzt.

'Der spatere Beweis wird allerdings das Auswahlaxiom bendtigen, was hier nicht der
Fall ist.
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2.41 Proposition. In einem metrischen Raum X sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent.

(i) X ist kompakt.
(i) X ist vollstandig und total beschrankt.

Der Beweis ist im wesentlichen der, mit dem in Analysis II haufig gezeigt
wird, dass I™ kompakt ist. Insofern ist die Formulierung der Proposition
vielleicht interessanter als der Beweis, da hier in gewisser Weise die richtige
Verallgemeinerung gefunden wurde.

Beweis. ,=*“ Sei X nicht vollstdndig und (a,) eine nicht konvergente Cau-
chy-Folge. Zu beliebigem = € X existiert dann ein € > 0, so dass unendlich
viele Folgenglieder nicht in B.(z) liegen. Da (a,) Cauchy-Folge ist, folgt
daraus, dass es ein ¢, gibt, so dass nur endlich viele Folgenglieder in B._(x)
liegen. Nun ist {B., (z): € X} eine offene Uberdeckung von X. Da in jedem
Element dieser Uberdeckung nur endlich viele Folgenglieder liegen, kann sie
keine endliche Teiliiberdeckung haben. Damit ist X nicht kompakt.

Sei nun X kompakt und € > 0. Die Menge aller e-Bélle iiberdeckt X und
aufgrund der Kompaktheit geniigen tatsdchlich endlich viele. Damit ist X
total beschrankt.

»<=" Sei X vollstandig und total beschrankt und C eine offene Uber-
deckung von X. Wir werden die Annahme, dass C keine endliche Teiliiber-
deckung habe, zum Widerspruch fithren. Setze zunéachst A_; := X. Ange-
nommen A, 1 C X sei definiert und werde von keiner endlichen Teilmenge
von C iiberdeckt. Dann kénnen wir X mit endlich vielen %—Kugeln iiber-
decken, und eine von denen, die A, 1 treffen wird wiederum von keiner
endlichen Teilmenge von C iiberdeckt. Sei A,, eine solche Kugel und x,, ihr
Mittelpunkt. Nun ist (x,) eine Cauchy-Folge und B L () wird von keiner
endlichen Teilmenge von C iiberdeckt. Da X vollstandig ist, konvergiert (x,,)
gegen einen Punkt, den wir y nennen wollen. Nun gibt es ein O € C und
ein € > 0 mit B:(y) C O. Nun gibt es aber ein n, so dass x,, € B, /»(y) und
2% < 5, was zu einem Widerspruch fiihrt. O

2.42 Korollar. Eine Teilmenge X C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und in der euklidischen Norm beschrankt ist.

Beweis. Der Unterraum X des vollstdndigen metrischen Raumes R" ist
genau dann vollstandig, wenn er abgeschlossen ist. Wir zeigen nun noch, dass
er genau dann beschrankt ist, wenn er total beschrénkt ist. Es ist leicht zu
sehen, dass ein unbeschranktes X nicht total beschrankt sein kann. Sei nun
X beschriankt und € > 0. Wiederum ist leicht zu sehen, dass es moglich ist,
X mit endlich vielen § Kugeln in R™ zu {iberdecken. Lasse nun jede Kugel

einer solchen Uberdeckung weg, falls ihr Schnitt mit X leer ist und ersetze
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sie ansonsten durch die e-Kugel um einen Punkt in diesem Schnitt. Dies
ergibt eine Uberdeckung von X mit endlich vielen e-Kugeln. O
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Intialtopologien und Produkte

Initialtopologien
Wir beginnen mit einer Definition. Diese ist recht abstrakt, aber wir werden

sogleich sehen, dass sie uns bereits bekanntes verallgemeinert.

3.1 Definition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien
Y; Raume und f;: X — Y; Funktionen fiir j € J. Wir nennen eine Topologie
T auf X Initialtopologie beziglich der f;, wenn folgendes gilt:

(i) Die Abbildungen f;: (X,7) — Y; sind stetig.

(ii) Fir alle Réume Z und Funktionen g: Z — X gilt: Sind alle fjog: Z —
Y stetig, so ist g: Z — (X, 7T) stetig.

Bei der Initialtopologie steht der Raum X worne an den zu f; gehorigen
Pfeilen, wir werden spéter die Finaltopologie kennen lernen, bei ihr steht er
hinten.

3.2 Beispiel. Ist Y ein Raum und X C Y, so ist die Unterraumtopologie
auf X Initialtopologie beziiglich der Inklusion i: X — Y. Das haben wir in
[Proposition 1.43| gesehen.

3.3 Beispiel. Sind X, Y Raume, so ist die Produkttopologie auf X x Y
Initialtopologie beziiglich der kanonischen Projektionen p;: X XY — X und
p2: X XY — Y. Das haben wir in gezeigt.

Das letzte Beispiel ist fiir uns im Moment insofern das wichtigste, als wir
fiir das Produkt zweier Rdume eigentlich schon alles gezeigt haben, was es
fiir Initialtopologien zu zeigen gibt.

Wir werden nun die Existenz und Eindeutigkeit von Initialtopologien
zeigen.

31
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3.4 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdaume und fj: X — Y; Funktionen fir j € J. Es seien Ty und
Ty Topologien auf X, so dass Ty Figenschaft aus der Definition der
Initialtopologie hat und Ty Eigenschaft . Dann ist Ty feiner als 7.

Beweis. Seii: (X,T7) — (X, 72) die Funktion, die auf X die Identitat ist.
Es ist die Stetigkeit von i zu zeigen. Da 75 Eigenschaft hat, gentigt dazu
die Stetigkeit aller f; o4, und das ist gerade die Eigenschaft |(i) fiir 7;. [

3.5 Korollar. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien Y
Réaume und f;j: X — Y; Funktionen fir j € J. Existiert die Initialtopologie
beziiglich der f;, so ist sie eindeutig bestimmit. O

Wir miissen also nur noch die Frage der Existenz klaren. Die eben
gezeigten Proposition zeigt schon, wie Initialtopologien aussehen miissen,
wenn sie existieren: Die Initialtopologie muss die grobste sein, so dass die f;
stetig sind.

3.6 Proposition. Sei X cine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdume und fj: X — Y; Funktionen fir j € J. Dann ist die durch
die Subbasis
S = U {f;l[O]: OcCY; oﬁen}
JjeJ
definierte Topologie auf X die Initialtopologie beziiglich der f;.

Beweis. Wie fiir das Produkt zweier Rdume in [Proposition 1.52| und [Propoq

[sition 1.541 O

Unterraume

3.7 Definition. Seien X, Y Raume. Eine Funktion i: X — Y heifit Einbet-
tung, wenn sie injektiv ist und X die Initialtopologie beziiglich ¢ tragt.

Die Funktion i ist also gerade dann eine Einbettung, wenn sie ein Homoo-
morphismus zwischen X und dem mit der Unterraumtopologie versehenen
Bild i[X] ist.

Produkte

Bevor wir beliebige Produkte topologischer Rdume definieren, erinnern wir
an das kartesische Produkt von Mengen und legen dafiir Notation fest.

3.8 Notation. Sei J eine beliebige Menge und M; eine Menge fiir alle j € J.
Das kartesische Produkt der M; ist

1M = {x:JHUMj

jed jed

x(j) € M; fir alle j € J}.
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Anstelle von x(j) schreiben wir meist z; und dementsprechend auch (z;);es
anstelle von x. Die kanonischen Projektionen sind die Abbildungen

pk:HMjHMk, keJ,
jeJ

X T
Wir bemerken, dass fiir Mengen M und N

MY .= {z: N - M}
gerade der Spezialfall MY = Hje N M ist.

3.9 Definition. Seien J eine beliebige Menge und X; topologische Raume
fir j € J. Das Produkt Hje 7 X der Rdume X ist das kartesische Produkt
der zugrunde liegenden Mengen versehen mit der Initialtopologie beziiglich
der kanonischen Projektionen, die wir die Produkttopologie nennen.

3.10 Notation. Wir schreiben auch Xy x - -+ x X,,_1 fur Hje{o,...,n—l} Xj.

Wir wollen die in [Proposition 3.6 fiir eine Initialtopologie angegebene
Subbasis fiir ein Produkt explizit hinschreiben.

3.11 Proposition. Seien J eine beliebige Menge und (X;,7;) fir j € J
Raume. Dann ist

HOj:Oje’Z}f. a.jed,eser. ke J,s. d O;j=X; fa j#k

eine Subbasis der Produkttopologie auf HjeJ X;.
Beweis. Ist p; die kanonische Projektion und U € 7, so ist
U, j=k
-1 . ’ )
. W0l =11]0; mit O; = { ,
j«g} Xy, J#k,

und diese Mengen bilden nach Konstruktion der Initialtopologie eine Subbasis.
O

3.12 Proposition. Seien J eine beliebige Menge und (X;,7;) fir j € J
Raume. Dann ist

HOj:OjG'Z}f. a.j€J, 0 = Xj fir fast alle j » ,
jeJ

wobei ,fast alle‘ alle bis auf endlich viele bedeute, eine Basis der Produktto-
pologie auf [[;c; X;.
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Beweis. Dies sind gerade die endlichen Schnitte von Elementen der Subbasis
aus der vorhergehenden Proposition. O

Man beachte, dass beliebige Mengen der Form HjeJ O; mit O; € T; im
allgemeinen in der Produkttopologie nicht offen sind. Dadurch werden die

Umgebungsbasen in grofien Produkten schnell grof, wie wir in
zeigen werden.

Beispiel: Das Cantorsche Diskontinuum

Wir erinnern zunéchst an die tibliche Konstruktion des Cantorschen Diskonti-
nuums und werden dann sehen, dass dieser Raum sich bis auf Hom&omorphie
sehr einfach mit Hilfe der Produkttopologie beschreiben lasst.

Um das Cantorsche Diskontinuum zu erhalten, beginnen wir mit dem
Einheitsintervall und entfernen das Innere des mittleren Drittels, wonach zwei
abgeschlossene Intervalle iibrig bleiben. Von diesen entfernen wir wiederum
die Inneren der mittleren Drittel und so weiter. Dieser Vorgang wird unendlich
oft wiederholt. Genauer haben wir

AO = [07 1]7
A =10,1/3]U[2/3,1],
Ay = [0,1/9] U[2/9,1/3] U [2/3,7/9] U[8/9, 1],

und das Cantorsche Diskontinuum
Ao = (] An.
n>0

Man sieht, dass

An= |J A mit A7=| > @37 Y a3 43

z€{0,2}" 0<i<n 0<i<n
Dazu ist es sinnvoll, die Zahlen des Einheitsintervalls zur Basis 3 darzustellen.
Wir definieren daher die Funktion
s: 0,12 — 1,
T — Z xiS_i_l,
i>0

die einer Ziffernfolge die von ihr dargestellte Zahl zuordnet. Bekanntermafien
ist s surjektiv und fast injektiv: Bis auf abzéhlbar viele Zahlen des Einheits-
intervalls haben alle nur ein Urbild, die Ausnahmen haben zwei Urbilder, die
von der Gleichheit >.o (2-37"1) = 37" herriihren.
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3.13 Proposition. Die Finschrinkung von s auf {O,Z}N st injektiv und
hat As, als Bild.

Beweis. Mit
Vo = {x e {0,1,2}" : z; € {0,2} fiir alle i < n}
ist s[V,] = A,,. Damit ist sofort
s [{0,2}1\‘} =s | Va| € ) 40 = A
n>0 n>0

Benutzt man, dass jeder Punkt in I unter s hochstens zwei Urbilder hat, so
sieht man, dass auch s |:ﬂn20 Vn] D Npso An- Damit ist S[{O,Q}N] = A

Fiir die Injektivitit bemerken wir, dass die Einschrinkung von s auf {0,1}"
injektiv ist und s mit der Multiplikation mit 2 vertauscht. O

3.14 Korollar. Die Menge A ist von der gleichen Mdachtigkeit wie R. [

Von nun an wollen wir {0, 1,2} als diskreten topologischen Raum be-
trachten und {0, 1, Q}N mit der Produkttopologie versehen.

3.15 Lemma. Die oben definierte Abbildung : {0,1,2}" — T ist stetig.

Beweis. Sei z € {0,1, Q}N und € > 0. Wahle n so, dass 37" < e. Betrachte
nun

U:= {yE{O,l,Q}N:yi:xi fori<n}.

U ist eine Umgebung von x und fiir y € U ist

|s(y) —s(@)| <D -3 <Y (2:377) =3" <.

>n >n
Damit ist s stetig. O

Wir wissen nun also, dass s eine stetige Bijektion von {0, 2}N nach Ay
vermittelt. Wir wollen zeigen, dass diese tatsachlich ein Homéomorphismus
ist. Dazu betrachten wir zunéchst die Topologie auf {0, Q}N genauer.

3.16 Definition und Proposition. Firn >0 und x € {0,2}" setzen wir
Uy = {y e {0,2}N gy = a; fori < n}

Diese Mengen bilden eine Basis der Topologie von {0, 2}N.
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Beweis. Zunachst einmal ist U? offen, da {z;} fiir alle 7 offen ist und wir nur
endlich viele Koordinaten einschrénken. Sei nun [],-, O; ein Element der in
IProposition 3.12| gegebenen Basis, es existiere also ein n, so dass O; = {0,2}

fir ¢ > n. Dann ist
[[oo= U U

i>0 2EOGX X On_1

0

3.17 Proposition. Die Abbildung s induziert einen Homdomorphismus
{0,2}" = A

Beweis. Um Verwirrungen zu vermeiden, bezeichnen wir die Einschrankung
mit
5: {02} — 4.

Wir haben bereits gesehen, dass 5 eine stetige Bijektion ist. Es bleibt zu
zeigen, dass 5 offene Mengen auf offene Mengen abbildet. Es geniigt dies, dies
fiir die Basismengen U,;Y nachupriifen. Wie im Beweis von [Proposition 3.13|
ist 5[UY] = AF N As. Nun ist A7 offen (und abgschlossen) in A™ und damit
5[UZ] offene Teilmenge von A. O

3.18 Korollar. Der Raum {0,2}" ist kompakt.

Beweis. Der dazu homéomorphe Raum A, ist abgeschlossener Unterraum
des kompakten Raumes I, da er der Schnitt der abgeschlossenen Unterraume
A, ist, und damit kompakt. O

Hiitten wir schon vor dem Beweis der Homdomorphie von {0,2}" und
A gewusst, dass {0, 2}N kompakt ist, hatten wir uns den letzten Teil des
Beweises erspart, da die stetige Bijektion {0, 2}N — Ao nach |Proposition 2.33|
bereits ein Homoomorphismus hétte sein miissen. In der Tat werden wir wie
bereits angekiindigt spater den Satz von Tychonoff beweisen, der besagt, dass
beliebige Produkte kompakter Raume kompakt sind. In diesem Fall, und
allgemeiner fiir abzéhlbare Produkte metrischer kompakter Radume, hatten
wir auch direktere Methoden zur Verfligung gehabt.

Abzahlbares

3.19 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7)) heifit metrisierbar, wenn
es eine Metrik auf X gibt, die 7 induziert.

3.20 Definition. Man sagt, ein topologischer Raum erfiille das erste Abzdhl-
barkeitsaxiomﬂ wenn jeder seiner Punkte eine abzahlbare Umgebungsbasis

!Diese Eigenschaft ein Axiom zu nennen, ist eigentlich etwas ungliicklich. Vor allem ist
es unpraktisch, kein Adjektiv fiir diese Eigenschaft zu haben. Im englischen Sprachraum
hingegen sagt man auch einfach “X is first countable”, was zwar vielleicht sprachlich
fragwiirdig, aber sehr angenehm ist.
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besitzt.

3.21 Proposition. Sei X ein topologischer Raum. Ist X metrisierbar, so
erfillt X das erste Abzdahlbarkeitsaxiom.

Beweis. Sei d eine Metrik, die die Topologie von X induziert und z € X.
Dann ist {Bl/n(x): n € N\ {0}} eine abzihlbare Umgebungsbasis von X.
O

Die %—Umgebungen haben noch die angenehme Eigenschaft, ineinander zu
liegen. Das kann man auch allgemein bei einem das erste Abzéhlbarkeitsaxiom

erfillenden Raum erreichen:

3.22 Lemma. Sei X ein Raum, der das erste Abzdahlbarkeitsaziom erfiille,
und x € X. Dann hat x eine Umgebungsbasis der Form {Uy: n € N} mit
U, C Uy, fir alle n,m mit n > m.

Beweis. Zunachst hat x iberhaupt eine abzéhlbare Umgebungsbasis B, also
eine der Form B = {V},: n € N}. (Sollte B tatséchlich endlich sein, so wie-
derhole man ein Element einfach unendlich oft.) Setze nun U, := (<, Vi-
Dann gilt fiir m > n, dass U,, C U,, und die U,, sind Umgebungen von
x, da endliche Schnitte offener Mengen offen sind. Ist nun O eine beliebige
Umgebung von z, so gibt es, da B eine Umgebungsbasis von z ist, ein n € N
mit V,, C O. Da U, C V,, ist auch U, C O und damit {U,: n € N} eine
Umgebungsbasis von x. O

3.23 Definition. Man sagt, ein topologischer Raum erfiille das zweite Ab-
zahlbarkeitsaziom, wenn seine Topologie eine abzahlbare Basis besitzt.

3.24 Proposition. Sind X;, 1 € N Raume, die das zweite Abzahlbarkeitsaxi-
om erfiillen, so erfillt auch [[;cy Xi das zweite Abzihlbarkeitsaziom.

Beweis. Sei B; eine Basis der Topologie von X, so ist

U{01xng---xOnxXnHxXnJrgx---:OieBi}
neN

abzahlbar und eine Basis der Topologie des Produkts. O
3.25 Proposition. R" erfillt das zweite Abzdhlbarkeitsaziom.

Beweis. Es gentigt, R zu betrachten, und man priift leicht nach, dass die
abzéhlbare Menge {(a,b): a,b € Q, a < b} eine Basis der Topologie von R
ist. O

3.26 Proposition. Sei J tiberabzihlbar und seien X; Rdume fir j € J.
Ist x € HjeJ X; und gibt es fur jedes j € J eine von X; verschiedene
Umgebung V; von x;, so besitzt x keine Umgebungsbasis, die durch Inklusion
total geordnet ist.
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Beweis. Sei B eine Umgebungsbasis von z. Fir eine beliebige Umgebung U
von z definieren wir

F(U) = {j € J: p;[U] # X}

F(U) ist eine endliche Teilmenge von J, und aus U C V folgt F(U) D F(V).
Sei C eine abzédhlbare Teilmenge von J. Fiir jedes ¢ € C' gibt es ein U; € B
mit U; O p; [Vi] und daher i € F(U;). Es seien solche gewihlt, dann ist
Uicc F(U;) abzéhlbar unendlich. Sei nun j € J \ J;cc F(U;) und W € B
mit j € F(W) und damit F'(W) ¢ F(U;) fiir alle i € C. Andererseits kann
nicht fiir alle i € C gelten, dass F(W) D F(U;), denn dann miisste F (W)
unendlich sein. Es gibt also ein i € C, so dass W 2 U; und W ¢ U;. O

3.27 Korollar. Sei J tiberabzihlbar und seien X; Rdume fir j € J. Ist
T € HjeJ X und gibt es fiir jedes j € J eine von X; verschiedene Umgebung
von xj, so hat x keine abzahlbare Umgebungsbasis.

Beweis. Wegen wére eine abzédhlbare Umgebungsbasis ein Wi-
derspruch zu [Proposition 3.26) ]




Abschnitt 4

Konvergenz, Filter und der Satz
von Tychonoft

In metrischen Raumen kann man topologische Begriffe wie Stetigkeit, Ab-
schluss, Kompaktheit auch mit Hilfe von Konvergenz von Folgen charakte-
risieren. Die Konvergenz einer Folge lasst sich auch in einem topologischen
Raum definieren, es stellt sich jedoch heraus, dass im allgemeinen Folgen
nicht zur Beschreibung eines topologischen Raumes ausreichen. Es gibt jedoch
zwei andere Konvergenztheorien, die fiir topologische Rdume das leisten, was
folgen fiir metrische Raume leisten: die der Netze und die der Filter. Netze
sind eine direkte Verallgemeinerung von Folgen, was sie zundchst anschau-
licher und vertrauter macht. Dennoch werden wir sie hier aus Zeitgriinden
nicht betrachten. Andererseits mégen Mengentheoretiker Filter mehr, und
in gewisser Weise ist die Theorie der Filter die einfachere. Vor allem ergibt
sich natiirlich das méachtige Konzept des Ultrafilters. Es gibt zwar auch ein
entsprechendes Konzept flir Netze, aber das ist weniger naheliegend. Wir
werden daher die Theorie der Filter zu ,unserer“ Konvergenztheorie machen.

Folgen

4.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine Folge a in M ist eine Funktion
a:N— M.

4.2 Definition. Sei X ein Raum, a eine Folge in X und x € X. Wir sagen
a konvergiere gegen x und schreiben a — x, wenn fiir jede Umgebung U
von x ein n € N existiert, so dass a,, € U fiir alle m > n.

4.3 Proposition. Sei X ein Roum, A C X und x € X. Ezistiert eine Folge
a mit a, € A fiir allen € N und a — x, so ist x € A.

Beweis. Ist U eine beliebige Umgebung von z, so existiert ein n € N mit
an, €U, also ist UN A # 0. O

Wir haben eine partielle Umkehrung:

39
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4.4 Proposition. Sei X ein Raum, A C X und x € A ein Punkt, der
eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt. Dann gibt es eine Folge a in A, die
gegen x konvergiert.

Beweis. Sei {U,: n € N} eine Umgebungsbasis von z, nach Voraussetzung
existiert eine solche. Wie in konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass U, C U, fiir alle m,n mit m > n. Da
x € A, ist U,NA#Q fiir alle n € N. Wir withlen (!) nun eine Folge a mit
an € U, N A fiir alle n € N. Ist nun V eine beliebige Umgebung von x, so
existiert, da {U,} Umgenungsbasis ist, ein n € N mit U,, C V und daher
Up C U, CV fiir alle m > n. Damit konvergiert a gegen z. O

4.5 Warnung. Ohne die Voraussetzung einer abzahlbaren Umgebungsbasis
gilt dies im allgemeinen nicht. Beispiele sind allerdings nicht ganz leicht an-
zugeben. [Proposition 3.26[legt nahe, dass wir in iiberabzahlbaren Produkten
fiindig werden. In der Tat besitzt der Raum I7 mit der Produkttopologie
eine abzahlbare dichte Teilmenge D, wie man mit elementaren Mitteln zeigen
kann. Nun ist #1! = 22#N, aber in D gibt es nur 2#Y viele Folgen, es muss
also (da in Hausdorffraumen Grenzwerte eindeutig sind) Punkte im Abschluss
von D geben, gegen die keine Folge in D konvergiert.

Um Filter zumindest ansatzweise zu motivieren, wollen wir den Begriff
der Konvergenz einer Folge umformulieren. Sei wieder a: N — X eine Folge
und x € X. Wir setzen

By :={{a;: i >n}:neN}, (4.1)
U(z) :=={U C X: U ist Umgebung von =} . (4.2)

Dann gilt @ — = genau dann, wenn zu jedem U € U(x) ein B € B, existiert,
so dass B C U. Setzen wir weiterhin

Fo:={M C X: Esex. B€ B, mit M D B}, (4.3)

so ist also @ — x genau dann, wenn U(z) C F,. Die Mengensysteme F,
und U (x) sind Flilter, und unsere Strategie wird sein, anstatt mit a direkt
mit F, zu arbeiten und auch solche Filter zuzulassen, die nicht auf diese Art
entstehen.

Filter

4.6 Definition. Sei M eine Menge. Ein Filter auf M ist eine Menge
F C P(M), die die folgenden Eigenschaften erfiillt.

(Fla) M € F.
(F1b) Fir alle A, A’ e Fist AnNA € F.
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(F2) O ¢ F.
(F3) Fir alle A€ Fund A’ C M mit A’ D Aist A’ € F.
4.7 Beispiel. Das Mengensystem in ist ein Filter.

4.8 Definition. Sei M eine Menge und F ein Filter auf M. Eine Filterbasis
von F ist eine Menge B C P(M), so dass

F={ACM:Esex. B€ B mit AD B}.

4.9 Bemerkung. B ist also genau dann Filterbasis von F, wenn B C F,
und zu jedem A € F ein B € B mit B C A existiert.

4.10 Beispiel. Das Mengensystem in [(4.1)|ist eine Filterbasis des Filters
in

4.11 Proposition. Sei M eine Menge und B C P(M). Es gibt genau dann
einen Filter auf M, von dem B eine Filterbasis ist, wenn die folgenden
Bedingungen erfullt sind.

(Bla) B # Q.
(B1b) Fir alle B, B' € B ezistiert ein B” € B mit B" C BN B’.
(B2) O ¢ B.
Dieser Filter ist dann eindeutig bestimmit. O

4.12 Definition. Es seien M eine Menge und F, F’ Filter auf M. F’ heifit
eine Verfeinerung von F und feiner als F, wenn F C F'. F' heifit eine echte
Verfeinerung von F, wenn zusatzlich F' # F.

Wir wenden uns nun Filtern auf topologischen Rdumen zu.

4.13 Definition und Proposition. Ist X ein Raum und z € X, so ist die
Menge aller Umgebungen von z ein Filter auf X. Diesen nennen wir den
Umgebungsfilter von x und bezeichen ihn mit U(x). Eine Filterbasis des
Umgebungsfilters ist gerade eine Umgebungsbasis von x.

4.14 Definition. Es sei X ein Raum, z € X und F ein Filter auf X. Wir
sagen, F konvergiere gegen x und schreiben F — z, wenn F eine Verfeinerung
des Umgebungsfilters U(x) von x ist.

Diese Definition ist durch die Diskussion am Anfang dieses Abschnitts
motiviert:

4.15 Bemerkung. Fiir den Filter aus|(4.3) haben wir gesehen, dass F, — =
genau dann, wenn a — .
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Erste Eigenschaften

Wir wollen nun sehen, dass Konvergenz von Filtern tatséchlich zur Beschrei-
bung von topologischen Eigenschaften ausreicht. Wir beginnen mit einer
Charakterisierung von Hausdorffraumen.

4.16 Proposition. Sei X ein Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist hausdorffsch.
(ii) Jeder Filter in X konvergiert gegen hdchstens einen Punkt.

Beweis. ,=*“ Seien z,y € X und F ein Filter, der gegen z und gegen y
konvergiert, also gemeinsame Verfeinerung von U(x) und U(y) ist. Fiir be-
liebige U € U(x) und V € U(y) sind dann U,V € F, also UNV € F und
damit U NV # @. Ist nun X hausdorffsch, so folgt = = y.

»<=“ Sei X nicht hausdorffsch. Dann existieren xz,y € X, z # y, so
dass fiir beliebige U € U(z), V € U(y) gilt, dass UNV # @. Da U(z) und
U(y) Filter sind, folgt daraus, dass B:={UNV:U € U(x),V € U(y)} eine
Filterbasis ist. Da B D U(z) und B D U(y), gibt es damit einen Filter, der
gemeinsame Verfeinerung von U (z) und U(y) ist. O

Wir notieren kurz, was wir nebenbei gezeigt haben:

4.17 Lemma. Sei M eine Menge und F, F' Filter auf M. F und F' haben
genau dann eine gemeinsame Verfeinerung, wenn ANA' # @ fir alle A € F
und A" € F'. O

Nun wollen wir gerne zeigen, dass es fiir A C X und = € A einen Filter
auf A gibt, der gegen = konvergiert. Leider ergibt das keinen Sinn, da ein
Filter auf A kein Filter auf X ist. Das ist ein Spezialfall (ndmlich der einer
Inklusionsabbildung) des Problems, das Bild eines Filter unter einer Funktion
zu definieren.

4.18 Definition und Proposition. Seien M, N Mengen, F ein Filter
auf M und f: M — N eine Funktion. Dann ist

fo(F)={BCN: f'B]eF}
ein Filter, den wir den Bildfilter von F unter f nennen. Die Menge
B:= {f[A]: Ac F)
ist eine Filterbasis von f.(F).

Beweis. Dass f«(F) ein Filter ist, rechnet man sofort nach.

Sei A € F, dann ist f~![f[A]] D A und damit f~![f[A]] € F, also
fl4] € f«(F). Damit ist B C f.(F). Sei andererseits B € f.(F). Dann ist
B D f[f~YB]] und f[f~L[B]] € B. Also ist B eine Filterbasis von f.(F). O
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4.19 Proposition. Sei X ein Raum, A C X, i: A — X die Inklusionsab-
bildung und © € X. Dann sind dquivalent:

(i) x € A.
(ii) Es gibt einen Filter F auf A, so dass ix(F) — x.

Beweis. ,<=*“ Sei F ein Filter auf A, so dass i,(F) — z, und U € U(x).
Es ist U € i.(F), also i 1[U] € F und damit U N A =i~ 1[U] # Q. Es folgt
z € A

=% Seiz e Aund

F={UNA:UcU(x)}.

Dax € Aist @ ¢ F. DalU(z) ein Filter ist, folgt daraus, dass F ein Filter
ist, und nach Konstruktion ist U (x) C i.(F), das heiit i.(F) — z. O

Stetigkeit

4.20 Proposition. Seien X, Y Rdaume, x € X und f: X — Y eine Funkti-
on. Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig in x.

(ii) Fir jeden Filter F auf X, der gegen x konvergiert, konvergiert der
Filter f.(F) gegen f(x).

Beweis. Ist F ein Filter auf X, der gegen x konvergiert, also F feiner als
U(x), so ist fi(F) feiner als f.(U(x)). gilt daher genau dann, wenn
f«U(x)) — f(z). Letzteres heifit gerade, dass U(f(z)) C f«(U(x)), dass
also f~[V] € U(x) fiir jedes V € U(f(z)). Dies ist aber die Definition der
Stetigkeit von f in x. O

Haufungspunkte

4.21 Definition. Sei X ein Raum, z € X und F ein Filter auf X. x heifit
Haufungspunkt von F, wenn U N A # O fir alle U € U(x) und A € F.

4.22 Proposition. Sei F ein Filter auf X und x € X. Dann ist x genau
dann Hdufungspunkt von F, wenn es eine Verfeinerung von F gibt, die gegen
x konwvergiert.

Beweis. Dies ist gerade [Lemma 4.17| angewandt auf F und U(x). O

Verfeinerungen von Filtern spielen also die Rolle, die Teilfolgen in metri-
schen Raumen spielen.
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Kompaktheit

4.23 Proposition. Ein Raum ist genau dann quasikompakt, wenn in ihm
jeder Filter einen Hdufungspunkt besitzt.

Wir bemerken zunéachst:

4.24 Lemma. Sei X ein Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent.

(i) X ist quasikompakt.

(ii) Fir jede Menge A von abgeschlossenen Teilmengen von X mit
ﬂé’ # O  fir alle endlichen € C A

ist VA% Q.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der Definition der Quasikompaktheit
durch Ubergang zu Komplementen und Kontraposition. O

Beweis der Proposition. Sei F ein Filter auf X. Wir bemerken zunéchst,
dass

H::m'H mit 'H::{Z:AG}—}

die Menge der Haufungspunkte von F ist. Nun sind alle endlichen Schnitte
von Elementen aus H nicht-leer, da ja schon alle endlichen Schnitte von
Elementen von F nicht-leer, da selbst in F, sind. Ist X quasikompakt, so ist
also H # Q.

Sei nun X nicht quasikompakt. Dann existiert eine Menge A von abge-
schlossenen Teilmengen von X, so dass wir fiir B:= {(1€: £ C A endlich}
haben, dass @ ¢ B aber (A = @. Da B offenbar unter endlichen Schnit-
ten abgeschlossen ist, ist B eine Filterbasis. Sei nun F der von B erzeugte
Filter. Dann ist ({4: A€ F} c N{4: A€ A} =N A =0, also F ohne
Haufungspunkte. O

Initialtopologien

Wir untersuchen, wann Filter in via Initialtopologien definierten Ra&umen
konvergieren, und rechtfertigen damit insbesondere, Produkte als Raume
punktweiser Konvergenz zu bezeichnen.

4.25 Proposition. Es sei X ein Raum, der die Initialtopologie beziiglich
einer Menge von Abbildungen fj: X —Y;, j € J, trage. Dann konvergiert
ein Filter F auf X genau dann gegen einen Punkt x, wenn fir jedes k € J
der Filter (fx)«(F) auf Yy gegen fr(x) konvergiert.
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Beweis. Sei x € X und F ein Filter auf X. Gilt F — x, so auch (f)«(F) —
fr(x) fir alle k € J, da die fi stetig sind. Sei nun andererseits F derart,
dass (fx)«(F) — fr(x) fir alle k € J. Fir k € J und U € U(fr(x)) ist dann
U € (fr)«(F), also f *[U] € F. Aus der Konstruktion der Initialtopologie,
[Proposition 3.6l folgt aber, dass die Menge

{ﬂ fU:neN, k€ J, Uy eU(fkT(:c))}
r=1

eine Umgebungsbasis von z, also eine Filterbasis von U(z) ist. Da F unter
endlichen Schnitten abgeschlossen ist, enthélt F diese Menge. Damit ist F
eine Verfeinerung von U(x). O

Als Anwendung konnen wir die folgende Tatsache mit Filtern beweisen.
Wir behaupten nicht, dass es ohne Filter nicht ebenso einfach ginge, bemerken
aber, dass der Beweis so formal ist, dass man die Definition eines Filters und
der Konvergenz fiir ihn gar nicht zu kennen brauchte.

4.26 Proposition. Es sei X ein Raum, der die Initialtopologie beziglich
einer Menge von Abbildungen fj: X —Y;, j € J, trage, und die Riume Y
seien hausdorffsch. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) X is hausdorffsch.

(it) Die Menge {f;: j € J} trennt Punkte, das heifit zu je zwei Punkten
z, o' € X, x # 2 existiert ein j € J mit fj(x) # fi(2)).

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung von Hausdorffraumen als Réu-
me, in denen Grenzwerte eindeutig sind, aus [Proposition 4.16]

,<=%“ Seien z,7’ € X und F ein Filter auf X mit 7 — z und F — 2’
Fiir beliebiges j € J folgt dann (f;)«(F) — fj(z) und (f;)«(F) — fj(z’) und
damit, da Y} hausdorffsch ist, fj(z) = fj(2’). Da aber die f; Punkte trennen,
folgt © = a/, also sind Grenzwerte in X eindeutig. Damit ist X hausdorffsch.

~=% Esseien z,z’ € X gegeben, so dass fj(z) = f;(z’) fiir alle j € J.
Es sei nun F ein Filter, der gegen x konvergiert, beispielsweise F = U(z)
oder der Filter mit Basis {{z}}. Aus F — x folgt (f;)«(F) — f;j(z) = f;(a’)
fir alle j € J, also F — 2. Da X hausdorffsch ist, folgt x = 2’. O

4.27 Korollar. Produkte von Hausdorffraumen sind hausdorffsch. g

ﬂberlegt man sich nun, ob man &hnlich zeigen konnte, dass Produkte
quasikompakter Rdume quasikompakt sind, so besteht ein Problem darin,
dass wir Quasikompaktheit via Haufungspunkten charakterisiert haben, fiir
Produkte ein Kriterium fiir Konvergenz haben und der Zusammenhang
zwischen Konvergenz und Haufungspunkten nicht eng genug ist. Doch Hilfe
naht. ..
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Ultrafilter und der Satz von Tychonoff

4.28 Definition. Ein Filter heif3t Ultrafilter, wenn er keine echte Verfeine-
rung besitzt.

Eine etwas direktere Beschreibung ist die folgende.

4.29 Lemma. Set F ein Filter auf der Menge M. Dann ist F genau dann
ein Ultrafilter, wenn fir jedes A C M gilt, dass A € F oder M\ A € F.

Beweis. Sei F ein Filter und A C M, A ¢ F. Wir zeigen, dass F genau
dann eine Verfeinerung 7’ mit A € F’ besitzt, wenn M \ A ¢ F. Dies zeigt
die Behauptung.

Ist F’ eine solche Verfeinerung, so ist (M \ A)NA = @ ¢ F', also
M\A¢F DOF.

Ist andererseits ein M \ A ¢ F, so gibt es kein B € F mit B C M \ A.
In diesem Fall ist also BN A # O fiir jedes B € F, und F U {A} eine
Filterbasis. O

Wir folgern daraus, dass Bilder von Ultrafiltern wieder Ultrafilter sind.

4.30 Proposition. Seien M, N Mengen, F ein Ultrafilter auf M und
f: M — N eine Funktion. Dann ist f.(F) ein Ultrafilter.

Beweis. Ist A C N und F ein Ultrafilter, so ist entweder f~1[A] € F oder
FUNN\ Al = M\ f7YA] € F und damit A € f.(F) oder N\ A € f.(F),
also ist f.(F) ein Ultrafilter. O

Das Praktische an Ultrafiltern ist, dass wir nicht zwischen Grenzwerten
und Haufungspunkten zu unterscheiden brauchen.

4.31 Lemma. Sei X ein Raum, x € X und F ein Ultrafilter auf X. Dann
konvergiert F genau dann gegen x, wenn x Hdufungspunkt von F ist.

Beweis. Ein Grenzwert ist immer auch Hiufungspunkt. Ist andererseits x
Haufungspunkt von F, so hat F nach [Proposition 4.22| eine Verfeinerung, die
gegen = konvergiert. Da F aber gar keine echte Verfeinerung besitzt, muss
es sich dabei um F handeln. O

Wenn Ultrafilter so praktisch sind, muss man sich natiirlich fragen, wie
viele es davon iiberhaupt gibt. Gliicklicherweise liefert sie uns das Zornsche
Lemma, in ausreichender Anzahl.

4.32 Proposition. Jeder Filter besitzt eine Verfeinerung, die ein Ultrafilter
15t.
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Beweis. Sei F ein Filter auf einer Menge M. Wir betrachten die Menge
aller Verfeinerungen von F und ordnen sie durch Inklusion. Die Proposition
behauptet nun gerade, dass diese Halbordnung ein maximales Element besitzt.
Vermoge des Zornschen Lemmas geniigt es zum Beweis, zu zeigen, dass jede
Kette eine obere Schranke besitzt. Sei also C eine Kette. Dann ist G := (JC
ein Filter: DaC # @ und @ # F C F' fur alle 7' € C,ist G # D. Da @ ¢ F'
fir alle 7/ € C, ist @ ¢ G. Sind A, B € G, so existiert, da C eine Kette ist,
ein 7/ € Cmit A,Be€ F undesist ANB € F' C G. G ist also Filter und
offenbar obere Schranke von C. g

4.33 Proposition. Sei X ein Raum. X ist genau dann quasikompakt, wenn
jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Ist X quasikompakt, so hat nach |Proposition 4.23| jeder Filter
auf X einen Hiufungspunkt, nach ist dann also jeder Ultrafilter
konvergent. Ist X derart, dass jeder Ultrafilter auf X konvergiert, so hat
jeder Filter auf X nach [Proposition 4.32] eine konvergente Verfeinerung, also
einen Haufungspunkt. Damit ist X nach [Proposition 4.23| quasikompakt. [

4.34 Satz (Tychonoff). Seien J eine Menge und X; fiir j € J quasikompakte
Raume. Dann ist auch der Produktraum HjeJ X quasikompakt.

Beweis. Sei F ein Ultrafilter auf [[; X;. Nach [Proposition 4.30|sind dann
auch alle (p;).«(F), p; hier wieder die kanonischen Projektionen, Ultrafilter.
Da die X; quasikompakt sind, existiert nach [Proposition 4.33|zu jedem j € J
ein x; mit (p;)«(F) — x;. Fiir x = (x;);es gilt nun nach [Proposition 4.25|
F — x. Da also jeder Ultrafilter auf []; X; konvergiert, ist [[; X; nach
[Proposition 4.33| quasikompakt. O

Da dieser Beweis nun wirklich schoén, kurz und konzeptionell war, bemer-
ken wir: Der Satz von Tychonoff ist durchaus tief. Die Eleganz des Beweises,
die hoffentlich auch in der vorliegenden Darstellung erkennbar ist, zeugt
davon, dass Konvergenz von Filtern eine gute Theorie ist. Auflerdem beruht
dieser Satz darauf, iiberhaupt erst die richtigen Definitionen fiir Kompaktheit
und die Produkttopologie gefunden zu haben.

Man beachte auch, dass wir im Beweis an zwei Stellen das Auswahlaxiom
benutzt haben: Zunachst in Gestalt des Zornsches Lemmas beim Beweis
von [Proposition 4.32] und im eigentlichen Beweis, als wir zu jedem der
Filter (pj)«(F) einen Grenzwert gewéhlt haben. Will man den Satz von
Tychonoff nur fiir kompakte (also hausdorffsche) Radume beweisen, so ist
diese zweite Anwendung natiirlich tiberfliissig. Es ist bekannt und nicht
schwer zu zeigen, dass der Satz von Tychonoff wie wir ihn formuliert haben,
also flir quasikompakte Rdume, zum Auswahlaxiom aquivalent ist, wahrend
[Proposition 4.32| und damit die Fassung fiir kompakte Raume echt schwécher
ist, der Satz von Tychonoff aber auch in dieser Fassung nicht in der {iblichen
Mengenlehre ohne Auswahlaxiom bewiesen werden kann.




Abschnitt 5

Trennen durch Mengen und
Funktionen

Trennungsaxiome

Wir haben gesehen, dass die Eigenschaft ,hausdorffsch® eine wichtige Rol-
le spielt. Wir werden nun verwandte Eigenschaften vorstellen, die spéater
Verwendung finden werden.

Definitionen und erste Eigenschaften

5.1 Definition. Sei X ein Raum. Ein Raum heifit ein 7;-Raum, i € {1,2,3,4},
wenn er die entsprechende der folgenden Eigenschaften erfiillt.

(Th) Fiir alle 2, z1 € X mit xg # x; existiert eine offene Menge O C X mit
xg € O, x1 §é 0.

(Ty) Fiir alle zg, 21 € X mit xg # x1 existieren offene Mengen Oy, O1 C X
mit z; € O; und Oy N O = O.

(T5) Fir alle Punkte z € X und abgeschlossenen Mengen A C X mit
x ¢ A existieren offene Mengen Oy, 01 C X mit z € Oy, A C O7 und
Og N0 =0.

(Ty) Fiir alle abgeschlossenen Mengen Ag, A1 C X existieren offene Mengen
09,01 C X mit A; C O; und OgNO1 = Q.

Der Raum X heifit reguldr, wenn er T3 und T4 erfillt, normal, wenn er T}y
und 77 erfillt.

5.2 Proposition.

> T1-Raume sind genau die Rdume, in denen alle einelementigen Mengen
abgeschlossen sind.

> Th-Rdaume erfillen T1.

> Reguldre Riume erfiillen T.

48
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> Normale Raume sind reguldr.
O

5.3 Bemerkung. Alle nicht in der Definition oder dieser Proposition no-
tierten Implikationen gelten nicht. Zum Beispiel gibt es T3-Raume, die nicht
Ty erfiillen, und T4-Raume, die nicht T3 erfiillen.

Wir erinnern an eine einfache Umformulierung, die wir bereits als Ubung
gezeigt haben.

5.4 Proposition. Fin Raum X ist genau dann ein Tr-Raum, wenn fur
jeden Punkt x € X

{z} =({U: U e ()}
gilt. O
Fiir T3 haben wir eine dhnliche Charakterisierung.

5.5 Proposition. Fin Raum X ist genau dann ein T3-Raum, wenn fir
jeden Punkt x € X die Menge {U Uel(x } eine Umgebungsbasis von x
18t.

Beweis. Sei x € X.

Sei X ein T3-Raum und V' € U(z), also z ¢ X \ V. Dann existieren
offene disjunkte Mengen U,U’ mit x € U und X \V C U’. Es ist also
UeceU(z)und U C X\U' C X\X\V CV.Danmitist {U: U €U(z)} eine
Umgebungsbasis von z.

Sei nun andererseits {U Uecl(x } eine Umgebungsbasis von x und
A C X abgeschlossen, z ¢ A. Dann ist X \ A eine Umgebung von =z,
also existiert ein U € U(z) mit U € X \ A. Es ist also z € intU =: Oy,
A C X\ U =: O1 und Oy, O; offen und disjunkt. O

Beispiele

Die folgenden Uberlegungen werden zeigen, dass kompakte Riume normal
sind. Die Zwischenschritte sind es aber wert, notiert zu werden.

5.6 Proposition. Sei X ein To-Raum, K C X kompakt. Dann ist
K:ﬂ{bz ODK, O oﬁen}.

Beweis. Sei xz € X\ K. Es ist zu zeigen, dass eine offene Menge O mit K C O
und z ¢ O existiert.

Da {z} = N{U: U €eU(x)}, ist {K\U: U € U(x)} eine offene Uber-
deckung von K. Da K kompakt ist, existieren n € N und Uy € U(x),
1 <k <n, so dass

k=1 k=1
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O ist offen und

X\@zintﬂUkD ﬂintUkaa:.
k=1 k=1

O

5.7 Proposition. Sei X ein To-Raum, Ko, K1 C X kompakt und disjunkt.
Dann existieren offene Mengen Oy, 01 C X mit K; C O; und Oy N 01 = Q.

Beweis. Wir wiederholen den vorherigen Beweis mit Kg an der Stelle von z,
K1 an der Stelle von K und der soeben gezeigten Eigenschaft an der Stelle
der Hausdorft-Eigenschaft.

Da Ko =) {U: U>DKy U offen}, ist {K1 \U:U D Ky, U offen} eine
offene Uberdeckung von Ki. Da K kompakt ist, existieren n € N und offene
Ui D Ky, 1 <k <n, so dass

Kic | J&XN\Ty) =X\ )Tk =01
k=1 k=1

O ist offen und mit

Oy ::X\51=intﬂﬁk: ﬂintUkD ﬂ Uk D Kp.
k=1 k=1 k=1

ist auch Og offen und Oy N O7 = O.
5.8 Korollar. Kompakte Rdume sind normal.
5.9 Proposition. Metrisierbare Riume sind normal.

Beweis. Sei X ein Raum, d eine Metrik auf X, die die Topologie induziert
und Ap, A1 C X abgeschlossen und disjunkt. Fiir 4,5 € {0,1}, i # j, x € A4;
setze g, = 3inf{d(z,2'): 2’ € A;}. Da x € int(X \ 4;), ist &, > 0. Mit
O; = UzeAi B, (x) ist O; offen und A; C O;. Ist nun = € Ag, y € Ay, so ist
gr < %d(q:, y) und g, < %d(y, x). Fiir beliebiges z € X folgt d(z, z)+d(z,y) >
d(z,y) = 2d(z,y) + 3d(y,x) > ey + &y, also 2 ¢ B., N B.,. Damit ist
OpNO =0. OJ

Vererbung

Die ersten drei Trennungsaxiome vererben sich aber auf Unterrdume und
Produkte, wie wir jetzt zeigen werden. Fiir Ty gilt das nicht, was wir hier
allerdings nicht zeigen werden.

5.10 Proposition. Erfillt ein Raum die Eigenschaft T;, i € {1,2,3}, so
erfillen auch alle seine Unterraume diese Eigenschaft.
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Beweis. Wir betrachten nur T3, die anderen Fille sind einfacher.

Sei X ein T3-Raum und Y C X ein Unterraum. Sei x € Y, A C Y
abgeschlossen in Y und z ¢ A. Dann existiert ein abgeschlossenes A’ C X
mit A’NY = A. Dax ¢ A, existieren in X offene, disjunkte Mengen U, V/
mit x € U, A C V. Nun sind UNY und V NY disjunkt und offen in Y,
reUNY, ACVnNY. O

5.11 Proposition. Fin Produkt von T;-Rdaumen, i € {1,2,3} erfillt T;.

Beweis. Wir betrachten wieder nur 73.

Seien also J eine Menge und Xj; fiir j € J Raume, die T3 erfiillen. Sei
nun z € [] jes X;j beliebig. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebiges U € U (x) ein
abgeschlossenes U’ € U(x) mit U’ C U existiert. Nun existieren fiir U € U(x)
ein n € N und fiir 1 <k <n Indizes j, € J und Vj, € U(xj,) mit

(@) 'Vl C U
k=1

Da die Raume X; Eigenschaft T3 erfiillen, existieren abgeschlossene V| €
U(zj,) mit V/ C Vi. Nun ist

n

U= i)'Vl cU
k=1

und U’ eine abgeschlossene Umgebung von z. O

Reellwertige Funktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir Rdume, die in gewisser Hinsicht viele
stetige reellwertige Funktionen zulassen. Zunéchst zeigen wir, dass normale
Raume zu diesen gehoren. Danach betrachten wir vollstandig regulére Réau-
me, eine Klasse von Raumen, die per Definition viele stetige reellwertige
Funktionen zulassen. Sehr spezielle reellwertige Funktionen sind Metriken;
ein einfacher Metrisationssatz fiir vollstandig reguldare Rdume schliefit sich
an.

Normale Raume

Wir formulieren zunéchst die Trennungseigenschaft 7y analog zu
um.

5.12 Proposition. Fin Raum X ist genau dann ein Ty-Raum, wenn fur
jede abgeschlossene Menge A und jede offene Menge O mit A C O eine
offene Menge U mit AC U C U C O existiert.
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Beweis. Sei X ein Ty)-Raum und A C O C X, A abgeschlossen, O offen. Da
X \ O abgeschlossen und disjunkt zu A ist, existieren offene U,V C X mit
AcCcU, X\OCVundUNV=0.Esistdann U C X\ V CO.

Hat andererseits X die Eigenschaft aus der Proposition und sind A, B C
X disjunkt und abgeschlossen, so existiert eine offene Menge U mit A C
U Cc U C X \ B. Fiir die offene Menge V := X \ U gilt dann UNV = @ und
B C V. Damit ist X ein Ty-Raum. ]

5.13 Satz (Urysohnsches Lemma). Sei X ein Ty-Raum und A,B C X
abgeschlossen und disjunkt. Dann existiert eine stetige Funktion f: X — [0, 1]

mit f[A] € {0}, f[B] C {1}

Beweis. Sei D,, = {2% 0<m< 2”} firn € Nund D = UneNDn- Wir
zeigen zunéchst, dass es offene Mengen Uy, d € D mit A C Uy, U; = X \ B
und Uy C U, fiir alle d,e € D mit d < e. Setze dazu U; := X \ B und wihle
mit Hilfe der vohergehenden Proposition Uy, so dass A C Uy C Uy C X \ B.
Ist nun n € N und Uy fiir alle d € D,, definiert, so setzen wir die Definition
fir alle d € Dy41 wie folgt fort. Fiir alle d = 5751 mit geraden m ist Uy
bereits definiert. Ist nun m ungerade, so ist Um-1 C Ums1 und wir kénnen

on+1 on+1
U_m_ so wahlen, dass Um-1 CU_m_ CU_m_ C Um+1.
on+1 on+1 an+1 on+1 on+1

Fir diese U, definieren wir nun

£ X =001
inf{de D:z €Uy}, ze€U
T +—
1, ¢ U

Es ist offenbar f[A] € {0} und f[B] C {1}. Seien nun r,s € [0, 1]. Es sind
J710.7)] = Usey Ua und £ (5, 1]] = Uy (X \ Ua) = Ugso(X \ Ua) offen,
dabei gilt die letzte Gleichheit, da zu jedem d € D mit d > s > 0 ein
d € D mit d > d > s existiert. Da {[0,7): r € [0,1]} U {(s,1]: s € [0,1]}
eine Subbasis der Topologie von [0, 1] ist, zeigt das die Stetigkeit von f. [

5.14 Bemerkung. Das charakterisiert die 7y-Réume, denn ist f: X — [0, 1]
eine stetige Funktion mit f[A] C {0} und f[B] C {1}, so sind f~1[[0, 3)]
und f~1[(3,1]] offene Mengen, die A und B trennen.

Bevor wir fortfahren, miissen wir uns vergewissern, dass ein Konzept, das
wir aus der Analysis I fiir den Raum R kennen, auch allgemeiner sinnvoll ist.

5.15 Definition. Sei M eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum. Wir
sagen, eine Folge (f,,)nen von Funktionen f,: M — Y konvergiert gleichma-
Sig gegen eine Funktion g: M — Y, wenn zu jedem € > 0 ein n € N existiert,
so dass |g(z) — fm(z)| < € fir alle x € M und m > n.
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5.16 Proposition. Sei X ein topologischer Raum, (Y,d) ein metrischer
Raum und (frn)nen eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdfig gegen
eine Funktion g: X — Y konvergiert. Dann ist g stetig.

Beweis. Sei x € X und € > 0. Dann existiert ein n € N, so dass |f,(z) —
g(x)| < /3 fir alle x € X und eine Umgebung U von z, so dass f[U] C
B.3(f(r)). Damit ist

l9(2") — g(@)| < 19(2") — ful(@)] + |fu(2") = ful(@)| + | fulz) — g(2)|
e € €
< g + g + g =&
fiir alle 2’ € U, und ¢ ist in z stetig. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich in Tj-Radumen auf abgeschlos-
senen Teilmengen definierte stetige reellwertige Funktionen auf den ganzen
Raum fortsetzen lassen. Wir beginnen mit einem Teilergebnis.

5.17 Lemma. Ist X ein Ty-Raum, A C X abgeschlossen, b € R und f: A —
[0, 0] stetig, so existiert eine stetige Funktion g: X — [0, £b] mit 0 < f(z) —
g(z) < %b fiir alle z € A.

Beweis. Setze By := f~1[[0,3b]] und By := f~![[2b,0]]. Nach dem Ury-
sohnschen Lemma existiert dann eine stetige Funktion h: X — [0, 1] mit
h[Bo) C {0}, h[B1] C {1}. Mit g(z) := 1b- h(x) erhélt man eine Funktion
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

5.18 Satz (Tietze). Ist X ein Ty-Raum, A C X abgeschlossen und f: A —
[0, 1] stetig, so existiert eine stetige Funktion F': X — [0,1] mit F|a = f.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir fy := f. Nun verschaffen
wir uns rekursiv fiir n € N stetige Funktionen f,: A — [0, (%)n] und
gn: X — [O,%(%)n] mit fry1(z) = fu(x) — go(z) fir alle x € A. Den
Rekursionsschritt liefert dabei [Lemma 5.17

Da Y >, (% . (%)n) =1, ist die Reihe _ g,, gleichméfig konvergent und
definiert eine stetige Funktion F': X — [0,1] durch F(z) := Y °  gn(x). Fiir
x € Aund n € N gilt aulerdem

f(l') - Zgn(x)
k=0

= fo(z) = (fo(x) — fi(2)) — (f1(z) = fa(x)) — - = (fu(2) = frs1(2))
= fn-i—l(x)?

und da f,,: A — [0, (2)"] und (2)" — 0 folgt F|a = f. 0
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Vollstandig regulare Raume

Wir fiigen der Liste der Trennungseigenschaften noch eine weitere hinzu.

5.19 Definition. Sei X ein Raum. Wir sagen, X sei ein T3,-Raum, wenn
er die folgende Eigenschaft erfiillt.

(T34) Zu jedem Punkt x € X und jeder abgeschlossenen Menge A C X mit
x ¢ A existiert eine stetige Funktion f: X — [0, 1] mit f(z) =0 und
fIA] C {1}

Ein Raum heifit vollstindig requldr, wenn er T3, und 17 erfiillt.
5.20 Proposition. T3,-Rdume erfillen Ts. O
5.21 Proposition. Normale Raume sind vollstandig reguldr.

Beweis. Gegeben eine abgeschlossene Menge A und ein z ¢ A wende man
das Urysohnschen Lemma auf {z} und A an. O

Die folgende Propositition zeigt die Bedeutung der Existenz reellwertiger
stetiger Funktionen, wie sie fiir T3,-Raume gegeben ist.

5.22 Lemma. Sind X ein Raum, J eine Menge und f;: X — [0,1] stetige
Funktionen, so dass fiir jeden Punkt x € X und jede abgeschlossene Menge
AC X mitx ¢ AeinjeJ mit fj(x) =0 und f;[A] C {1} existiert, so trigt
X die Initialtopologie beziiglich der f;.

Beweis. Da die f; als stetig vorausgesetzt sind, reicht es nach der Konstruk-
tion der Initialtopologie aus [Proposition 3.6 noch zu zeigen, dass fiir jedes
x € X und jede offene Umgebung U von x ein j € J und eine offene Menge
V C [0,1] mit z € f~1[V] C U existieren. Nach Voraussetzung existiert aber
ein j € J,sodass fj(z) = 0und f;[X\U] C {1}, alsoz € f71[[0,1)] cU. O

Die Eigenschaft, Initialtopologie beziiglich einer Menge von Funktionen
zu sein, wollen wir umformulieren.

5.23 Proposition. Sei X ein Raum, Y; fir j € J Riume und f;: X —Y;
Funktionen. Dann trigt der Raum X genau dann die Initialtopologie bezuglich
der Funktionen f;, j € J, wenn er die Initialtopologie beziglich der Funktion

(fj)jeJZ X — HjEJY} tragt.
Beweis. Aus der universellen Eigenschaft der Produkttopologie folgt:
> (fj)jes ist genau dann stetig, wenn f; fiir alle j € J stetig ist.

> Ist Z ein Raum und g: Z — X eine Funktion, so ist (f;)jes o g genau
dann stetig, wenn f; o g fiir alle j € J stetig ist.
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Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus der universellen Figenschaft
der Initialtopologie in [Definition 3.1 O

5.24 Proposition. Ist X ein vollstandig requldrer Raum, der das zweite
Abzdahlbarkeitsaziom erfillt, so existieren eine abzdhlbare Menge C und eine
Einbettung h: X — [0,1]¢.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass X eine abzahlbare Menge von Funktio-
nen besitzt, die die Bedingungen aus erfiillt. Sei dazu B eine
abzéhlbare Basis der Topologie von X. Zu jedem Paar (U, V) € B x B wih-
len wir, wenn eine solche existiert, eine stetige Funktion f: X — [0, 1] mit
fIU] € {0} und f[X \ V] C {1}. Dies liefert uns eine abzéhlbare Menge C'
von Funktionen.

Ist nun x € X und A C X abgeschlossen mit x ¢ A, so existiert ein
VeBmitzx eV C X\ Aund, da X ein T3,-Raum ist, eine stetige Funktion
g: X — [0,1] mit g(x) = 0 und g[X \ V] C 1. Betrachten wir nun die stetige
Funktion

t:[0,1] — [0,1]
{O, s <
S —
2s—1, s>
und setzen wir ¢ := to g, so ist (¢/)"'[{0}] D g7*[[0, )] eine Umgebung von
z, also existiert ein U € B mit € U und ¢'[U] C {0}. Da iiberhaupt eine
Funktion, namlich ¢/, mit diesen Eigenschaften existiert, existiert auch ein
feC mit f(z) € f[U] = {0} und f[A] C fIX\ V] C{1}.
Da also C die Voraussetzungen von erfiillt, tragt X die
Initialtaltopologie beziiglich der f € C. Mit [Proposition 5.23] umformuliert
tragt X die Initialtopologie beziiglich der Abbildung

D= D=

h: X —[0,1]¢
x +—h(x)
W)y = f(x).

Es ist nur noch zu zeigen, dass h injektiv ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn C' Punkte trennt, wenn es also zu x,y € X mit x # y immer ein f € C
mit f(x) # f(y) gibt. Da aber X ein Tj-Raum ist, ist in dieser Situation {y}
abgeschlossen und die Argumentation des letzten Absatzes angewandt auf x

und {y} liefert ein f € C mit f(x) =0# 1= f(y). O

5.25 Proposition. Abzihlbare Produkte metrisierbarer Raume sind metri-
sierbar.

Beweis. Als Aufgabe. O
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5.26 Satz. Ist X ein vollstindig requldrer Raum, der das zweite Abzdhlbar-
keitsaxiom erfillt, so ist X metrisierbar.

Beweis. Nach |Proposition 5.24| und |Proposition 5.25|ist X homéomorph zu
einem Unterraum eines metrisierbaren Raumes. ]

Dies ist ein recht schwacher Metrisiationssatz, doch wir wollen uns mit
ihm begniigen. Mehr zu diesem Thema findet man in [Que73|, Kap. 10].
Dort erfihrt man zum Beispiel, dass Regularitdt an Stelle von vollstdndiger
Regularitat ausgereicht hétte.
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Kompaktifizierungen

Kompaktifizierungen

6.1 Definition. Sei X ein Raum. Eine Kompaktifizierung von X ist ein
kompakter Raum K zusammen mit einer Einbettung e: X — K, so dass
e[X] dicht in K ist.

6.2 Bemerkung. Um eine Kompaktifizierung zu besitzen, muss X natiirlich
hausdorffsch sein. Mehr noch: Da kompakte Raume vollstandig regular sind
und sich vollstdndige Regularitéat auf Unterrdume vererbt (das zeigt man wie
fiir Regularitét), muss X vollstandig regulér sein. Wir werden bald sehen,
dass vollstandig regulére Raume tatséchlich immer eine Kompaktifizierung
besitzen.

6.3 Beispiele.

> Die stereographische Projektion liefert eine Einbettung s: R™ — S™,
so dass S \ s[R"] aus einem einzigen Punkt besteht. Da fiir n > 0
kein Punkt von S™ isoliert ist, ist in diesem Fall s: R™ — S™ eine
Kompaktifizierung von R™. (Zum Fall n = 0 beachte, dass R? selbst
kompakt ist.)

Genau dann konvergiert fiir eine Folge (a,,) in R die Folge (s(ay)) gegen
diesen zuséatzlichen Punkt, wenn die urspriingliche Folge bestimmt gegen
unendlich konvergiert. Man kann sich diese Kompaktifizierung also so
vorstellen, dass ein unendlich ferner Punkt zu R™ hinzugefiigt wurde.

> Die Abbildung

bildet R™ homéomorph auf das Innere der Scheibe ab und ist daher
auch eine Kompaktifizierung von R™. Fiir den Fall n = 1 entspricht das
dem Hinzufiigen eines Punktes +o0o und eines Punktes —oo zu R.
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> Die Inklusion Q NI — I ist eine Kompaktifizierung von QN I. Im Ge-
gensatz zu den vorhergehenden Beispielen ist hier QN I nicht offen in .
Dies liegt daran, dass Q nicht die Eigenschaft der lokalen Kompaktheit
besitzt, eine Eigenschaft, die wir bald definieren werden.

6.4 Definition. Sei X ein Raum. Zwei Kompaktifizierungen e;: X — K;
und es: X — Ko heiflen dquivalent, wenn es einen Hom&éomorphismus
h: K1 — Ky gibt, so dass hoe; = e3, also

K,

XK
2

kommutiert.

Allgemeiner definieren wir Morphismen zwischen Kompaktifizierungen
eines Raumes. Dies definiert eine Kategorie, aber man muss nicht wissen,
was das ist.

6.5 Definition. Seien X ein Raum und e;: X — Kj; und eg: X — Ko
Kompaktifizierungen. Ein Morphismus von e; nach es ist ein kommutatives
Diagramm

K

K27
also eine stetige Abbildung f: K1 — Ko mit foe; = es.

6.6 Lemma. Seien X ein Raum und e1: X — Ky und eg: X — Ko Kom-
paktifizierungen. Existiert ein Morphismus von ey nach es, so ist er eindeutig
bestimmt und die ihn konstituierende Abbildung K1 — Ko surjektiv.

Beweis. Ist f: K1 — Ko stetig, so ist f[K1] kompakt und daher abgeschlos-
sen. Ist foe; = ey, soist f[Ki] D fle1[X]] = ea[X], also f[K1] dicht in Kb.
Damit ist f[Kl] = KQ.

Erfillen fi, fo: K1 — Ky beide f; o e; = e9, so stimmen sie auf der
dichten Teilmenge e;[X] iiberein und sind daher, wie wir in einer Aufgabe
gezeigt haben, gleich. Wir beweisen es aber hier in der Hoffnung, dass es
instruktiv ist, noch einmal: Sei y € K7. Da e; eine Einbettunéﬂ mit dichtem
Bild ist, existiert ein Filter F auf X, so dass (e1)«(F) — y. Da f; stetig
ist, gilt fo((e1)e(F) — fi(y). Nun ist fo((e1)s(F)) = (f 0 e1)e(F), also
(e2)«(F) — fi(y). Da Ky hausdorffsch ist, ist dieser Grenzwert eindeutig,
also fi(y) = fa(y). O

!Das brauchten wir nicht, aber es erspart uns ein Argument.
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Existiert ein Morphismus von e;: X — Kj nach eo: X — Ks, so kon-
nen wir also K7 als die grolere der beiden Kompaktifizierungen auffassen.
AuBlerdem folgt, dass die Isomorphismen in dieser Kategorie genau die be-
reits definierten Aquivalenzen sind. Wieder muss man nicht wissen, was das
bedeutet.

6.7 Lemma. Seien X ein Raum und e1: X — K7 und ea: X — K9 Kom-
paktifizierungen. Ezistieren Morphismen

e1 K eo Ko
/ lf und X / Jg

XIQ X‘Kl»

so sind e; und es dquivalente Kompaktifizierungen.

Beweis. Durch Komposition erhalten wir den Morphismus

K

K;.

Da wir gezeigt haben, dass Morphismen eindeutig sind, muss g o f = idg,
gelten. Ebenso ergibt sich f o g =idg,. Damit ist f ein Homoomorphismus.
O

Lokale Kompaktheit und die Ein-Punkt-Kompaktifizierung

6.8 Definition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann setzen wir X T := XU{oc},
wobei oo irgendein Punkt sei, der nicht in X ist, und versehen X mit der
Topologie

T:={OC X:0offenin X} U{X*\ K: K C X kompakt} .

6.9 Proposition. Die Menge T aus der Definition ist tatsichlich eine
Topologie auf X+, die Inklusion X — X ist eine Finbettung, und X ist
offen in XT.

Beweis. Wir bezeichnen die erste Menge aus der Definition von 7 mit 7x,
die zweite mit 7o, also Ty = {0 € T: 00 ¢ O}, Too ={0 € T: 0 € T }.
Dass X offen in X ist, ist klar. Dass die Inklusion eine Einbettung ist,
heiit gerade, dass die Topologie, die X als Unterraum von X erhilt, die
urspringliche ist. Da 7Tx gerade diese urspriingliche Topologie von X ist,
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bleibt nur zu zeigen, dass O N X € Tx fiir alle O € 7. Das gilt aber, da
kompakte Teilmengen eines Hausdorff-Raumes abgeschlossen sind.

Sei nun O C 7. Ist O C Tx, so ist, da ja Tx eine Topologie auf X ist,
UO eTx CcT.1Ist O ¢ Tx, so existiert eine kompakte Teilmenge K von X
mit XT\ K e O,und JO =X\ (K\JO). Da aber X N{JO offen in X
ist, ist K \ |J O kompakt, also X\ (K \|UO) € T, C 7.

Seinunn € Nund O; € 7 fir 1 <i <n. Ist O; € T, fir alle i, so ist
X1\ O fiir alle i eine kompakte Teilmenge von X, also auch [JI_; (X T\ O;)
und (7, 0; = X\ UL (XT\ 0;) € Too C 7. Existiert ein ¢ mit O; ¢ 7o,
so ist (); O; C X, also, da wir schon gesehen haben, dass O N X € Ty fiir
aleOeT, N0, =N, (0:iNX)eTx CT. O

6.10 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist X+ quasikompakt.

Beweis. Sei C eine offene Uberdeckung von X*. Dann existiert ein O € C
mit co € O. Da X\ O kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge von C,
die X\ O {iberdeckt. Zusammen mit O ergibt dies eine endliche Teilmenge
von C, die X iiberdeckt. O

6.11 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist genau dann X
dicht in X, wenn X nicht kompakt ist.

Beweis. Genau dann ist X nicht dicht in X*, wenn {oo} offen ist, wenn also
X*\ {0} = X kompakt ist. O

6.12 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist genau dann X
hausdorffsch, wenn jeder Punkt x € X in X eine kompakte Umgebung besitzt.

Beweis. Da X hausdorffsch ist, ist X genau dann hausdorffsch, wenn zu
jedem x € X offene Mengen U,V C X T mit UNV =0,z €U und co € V
existieren, wenn also zu jedem x € X eine offene Menge V C X mit oo € V
existiert, so dass Xt \ V eine Umgebung von z ist. Betrachtet man das
Komplement von V| so ergibt sich die Behauptung. ]

6.13 Definition. Sei X ein Raum. X heilit lokal kompakt, wenn X haus-
dorffsch ist und jeder Punkt von z eine kompakte Umgebung besitzt.

Wir fassen zusammen:

6.14 Definition und Proposition. Ist X ein lokal kompakter, nicht kom-
pakter Raum, so ist Xt (zusammen mit der Inklusion X — X ) eine Kom-
paktifizierung von X. Diese nennen wir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung
von X. O
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Die Stone—éech—Kompaktiﬁzierung

Konstruktion

6.15 Notation. Fiir beliebige Raume Y, Z setzen wir
CY,2):={f:Y — Z: f stetig}.

6.16 Definition. Sei X ein vollstandig reguldrer Raum. Wir setzen mit
I=10,1]

$: X — [OXD
T = () pec(x, 1)

das heifit, wir haben ®(z)(u) = p(z), und

BX = o[X].

Wir nennen ®: X — X die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X, was wir
sogleich rechtfertigen werden.

6.17 Proposition. Sei X ein vollstindig requldrer Raum. ®: X — (X ist
eine Kompaktifizierung von X.

Bewets. Da X ein T3,-Raum ist, tragt X nach [Lemma 5.22| und |Propositiq
die Initialtopologie beziiglich der Abbildung ®. Da X zusitzlich ein
T1-Raum ist, trennt C'(X, I') Punkte, und @ ist injektiv, also eine Einbettung.
®[X] ist nach Definition dicht in SX. Da I kompakt ist, ist nach dem Satz
von Tychonoff auch I¢X!) kompakt, also auch die abgeschlossene Teilmenge
6X. O

Funktorialitat

6.18 Definition und Proposition. Sind X, Y, Z Radume und f: X —- Y
eine stetige Funktion, so induziert f eine Funktion

O, z)—C(X,2)
grgof.

6.19 Definition und Proposition. Sind X ein Raum und Ji, Jo Mengen,
so induziert eine Funktion t: J| — Jy eine stetige Abbildung

t*: X2 - XN

T+ xot.
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Beweis. Es bezeichne fur i € {1,2}, j € J;, pz- die Projektion

pé:X‘]i - X

x — z(j).

Fiir beliebiges j € J; und 2 € X2 ist dann p}(t*(x)) = (zot)(j) = z(t(y)) =
pf(j) (x), also p} ot* = pf(j). Damit ist fiir alle j € J; die Abbildung p} ot*
stetig. Es folgt, dass t* stetig ist. O

6.20 Proposition. Seien X, Y wollstindig requlare Raume, f: X — Y eine
stetige Funktion. Dann ist f**: I — [COND) eine stetige Abbildung und
[0 ®X = @Y o f. Insbesondere ist f** [CI)[X]} C ®[Y].

Beweis. Wir rechnen f** o ®X = ®Y o f nach: Fiir z € X und p € C(Y,I)
ist

(f 0 @) (2) (1) = (2% (x) 0 f*) (1) = &% (2)(po f) =
= (uo f)(z) = p(f(2)) = " (f(2))(w).

Dies ermoglicht die folgende Definition.

6.21 Definition. Seien X, Y vollstandig regulére Radume, f: X — Y eine
stetige Funktion. Dann definieren wir

Bf: BX — BY
z = [ ().

Ebenfalls gezeigt haben wir:

6.22 Proposition. Seien X, Y wollstindig requlire Raume, f: X — Y eine
stetige Funktion. Dann ist Bf stetig und das Diagramm

(I>X
X — 38X

l, o

Y — (Y

kommutiert. O
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Universelle Eigenschaft

6.23 Proposition. Sei X vollstandig regulir, K kompakt und f: X — K
stetig. Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f von f auf X,
also eine stetige Funktion f, so dass

XLBX

v~
f <

K
kommutiert.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass ®[X] dicht in X ist. Zur
Existenz betrachte

@X
X — 06X

L

K— 0K

und bemerke, dass, da K kompakt und & [K] dicht in BK ist, dK[K] = BK
also ®¥ ein Homdomorphismus ist. Setze nun f := (&)~ o 3f. O

Insbesondere gilt das, wenn f eine Kompaktifizierung ist. Dies charakte-
risiert die Stone-Cech-Kompaktifizierung.

6.24 Proposition. Sei X ein vollstindig requldrer Raum, e: X — K eine
Kompaktifizierung. Genau dann ist e: X — K daquivalent zur Stone-Cech-
Kompaktifizierung, wenn fir jede Kompaktifizierung €' : X — K' eine stetige
Abbildung g: K — K' existiert, so dass

X——K
\ g
¢ v
K/
kommutiert.
Beweis. Das folgt sofort aus [Proposition 6.23| und [Lemma 6.7] Il

Die Stone—éech—Kompaktiﬁzierung eines diskreten Raumes

Fiir diskrete Raume steht uns ein alternativer Weg, die Stone-Cech-Kompak-
tifizierung zu konstruieren, offen, der in diesem Fall weitere Einblicke in ihre
Struktur erlaubt.

Sei M ein diskreter Raum. Wir ersetzen in der Definition der Stone-Cech-
Kompaktifizierung den Raum I durch den diskreten Raum {0,1}. Da jede
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Abbildung von einem diskreten Raum stetig ist, kénnen wir C'(M, {0, 1}) mit
P(M) identifizieren, indem wir eine Teilmenge durch ihre charakteristische
Funktion ersetzen. Dies fiihrt zu

U: M — {0,1}74D
z— (xa(®))acwm,

also pa o W = x4, wobei py die Projektion bezeichne, und

BM = U[M].
Es ist zunachst zu zeigen, dass ¥ eine Einbettung ist. Die Komponenten-
funktionen sind gerade die Abbildungen y4: M — {0,1}. Da x;'[{1}] = A4,
ist die diskrete Topologie die Initialtopologie beziiglich der Abbildungen x4
und die Abbildung ¥ injektiv. Damit ist dies gezeigt.

Die Abbildung ¥: M — BM ist also eine Kompaktifizierung. Wir werden
zeigen, dass sie dquivalent zu ®: M — BM ist. Zunéachst jedoch untersuchen
wir die Punkte von BM DaV¥: M — BM eine Einbettung mit dichtem Bild
ist, ist jeder Punkt in y € 3M Grenzwert von W, (F) fiir einen Filter F
auf M. Es sei ein solcher gegeben, also (pa)«(V«(F)) — ya fur alle A C M.
Fiir ya = 1 ist dann {1} € (pa)«(Vu(F)) = (pa o ¥)«(F) = (xa)«(F), also
F 3 x, [{1}] = A. Fiir y4 = 0 ist ebenso F > x;'[{0}] = M \ A. Es ist also
F ein Ultrafilter und y seine charakteristische Funktion. Dies zeigt, dass die
Punkte von BM in Bijektion zu Ultrafiltern auf M stehen.

Um zu zeigen, dass die Kompaktifizierungen BM und BM &quivalent sind,
betrachten wir das durch [Proposition 6.23| gegebene kommutative Diagramm

M—253M

N
BM.
Da das Bild von ¥ dicht und kompakt ist, ist ¥ surjektiv, und es geniigt, die
Injektivitit nachzupriifen, um zu zeigen, dass ¥ ein Homoomorphismus ist.
Seien z,2' € M. Wieder gibt es Filter F, F' auf M, so dass ®.(F) — z,
D, (F) — 2, also U, (F) = U (Pu(F)) — Wa(z) und U, (F') — U, (2'). Ist
also W(z) = ¥(z'), so miissen nach der vorangegangenen Diskussion F' = F”
gelten, da beides Ultrafilter mit der charakteristischen Funktion W(z) sind.
Damit ist aber auch z = 2/.
Alternativ dazu héatten wir direkt nachpriifen konnen, dass ﬁM die
universelle Figenschaft aus [Proposition 6.24] hat. Gegeben e: M — K hétte
man zur Vervollstandigung von

M—2 3m

g

~

K

e
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fiir y € M den Wert g(y) durch e,(F) — g(y) definieren kénnen, wobei F
der eindeutige Filter auf M mit ¥, (F) — y ist. Die Stetigkeit von g hétte
sich dann elementar nachrechnen lassen.

Bemerkungen

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung ist fiir den geometrisch Interessierten
weniger wichtig als fiir Mengentheoretiker und gewisse Analytiker. Sie ist im
allgemeinen sehr gross und kompliziert. Zum Beispiel ist #0N = #P(R),
und es gibt topologische Eigenschaften von gN, die unabhéingig von den
Axiomen der Mengenlehre sind.

Andererseits muss die Stone—éech—Kompaktiﬁzierung nicht gross sein: Es
gibt Réume, fiir die die Stone-Cech-Kompaktifizierung und die Ein-Punkt-
Kompaktifizierung (bis auf Aquivalenz) iibereinstimmen. In diesem Fall
folgt mit [Proposition 6.24] dass der Raum bis auf Aquivalenz genau eine
Kompaktifizierung besitzt.




Abschnitt 7

Finaltopologien und Quotienten

Finaltopologien

Durch Umkehren der Pfeile erhalten wir dual zur Definition von Initialtopo-
logien die Definition von Finaltopologien.

Wir beginnen mit zwei Definitionen. Diese sind recht abstrakt, aber wir
werden sogleich sehen, dass sie uns bereits Bekanntes verallgemeinern.

7.1 Definition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien
Y; Rédume und f;: ¥Y; — X Funktionen fiir j € J. Wir nennen eine Topologie
T auf X Finaltopologie beziiglich der f;, wenn folgendes gilt:

(i) Die fj: Y; — (X, T) sind stetig.

(ii) Fir alle Riume Z und Funktionen g: X — Z gilt: Sind alle go f;: ¥; —
7 stetig, so ist g: (X,7) — Z stetig.

Bei der Initialtopologie steht der Raum X worne an den zu f; gehorigen
Pfeilen, bei der Finaltopologie steht er hinten.

7.2 Beispiel. Sind X, Y Réume, Y quasikompakt und X hausdorffsch und
p: Y — X eine stetige Surjektion, so ist die Topologie von X Finaltopologie
beziiglich p. Das haben wir in [Proposition 2.33| gezeigt.

7.3 Beispiel. Sei X ein Raum, seien Y}, j € J, Unterriume von X und
X=U s Yj. Sind alle Yj offen in X, so tragt X die Finaltopologie beziiglich

der Inklusionsabbildungen i;: Y; S X , denn einerseits sind die Inklusions-
abbildungen stetig, andererseits gilt fiir eine Funktion g: X — Z und z € Uj,
dass, wenn goi; = g|Uj stetig ist, g stetig in x ist. Sind also alle g o 7; stetig,
so ist g stetig.

66
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Ebenso tragt X die Initialtopologie, wenn alle Y; abgeschlossen in X
sind und J endlich ist. Ist ndmlich wieder g: X — Z und sind alle g o f;
stetig, so ist fiir abgeschlossenes A C Z und j € J die Menge (go f;)~1[A] =
fj_l[gfl[A]] = g '[A] NY; abgeschlossen in Y; und damit auch in X. Also
ist g71[A] = UjeJ(gfl[A] NY;) abgeschlossen und damit g stetig.

Dies benutzen wir haufig, wenn wir stetige Abbildungen stiickweise defi-
nieren.

7.4 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Raume und fj:Y; — X Funktionen fir j € J. Es seien Ty und
Ty Topologien auf X, so dass Ty Figenschaft aus der Definition der
Finaltopologie hat und T3 Figenschaft . Dann ist Ty gréber als T5.

Beweis. Dual zu [Proposition 3.4 O

7.5 Korollar. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien Y;
Réume und fj: Y; — X Funktionen fir j € J. Existiert die Finaltopologie
beziiglich der f;, so ist sie eindeutig bestimmit. O

Die Finaltopologie ist die feinste Topologie, so dass die f; stetig sind,
und wieder miissen nur noch die Frage der Existenz klaren. Die Konstruktion
stellt sich sogar als einfacher als bei der Initialtopologie heraus.

7.6 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Raume und fj:Y; — X Funktionen fir j € J. Dann ist

T = {O Cc X: fj_l[O] offen in Y; fir alle j € J}

die Finaltopologie auf X beziglich der f;.

Beweis. Zunéchst ist zu bemerken, dass 7 tatséchlich eine Topologie ist, da
f~! mit Vereinigungen und Schnitten vertauscht. Dass die f;: Y; — (X, T)
stetig sind, ist offensichtlich. Sei nun Z ein Raum und ¢g: X — Z eine
Funktion, so dass g o f; fiir alle j € J stetig ist. Fiir offenes U C Z ist dann
fiir alle j € J die Menge (go f;)"!{U] = f;l[g_l[UH offen, also ¢~ ![U] € T.
Damit ist g: (X,7) — Z stetig. O

Spezialfille

Quotienten

7.7 Definition. Seien X, Y Raume. Eine Abbildung ¢: X — Y heifit
Quotientenabbildung, wenn ¢ surjektiv ist und Y die Finaltopologie be-
ziiglich ¢ ist. Diese Topologie auf Y nennen wir die Quotiententopologie
beztiglich q.
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Summen

7.8 Notation. Sei J eine beliebige Menge und M; eine Menge fiir alle j € J.
Das Koprodukt der M; ist

[T M= 5 x {5}) .

Jje€J Jj€J
Die kanonischen Inklusionen sind die Abbildungen

iksz_’HM]H ke J,
jeJ

x— (x,k).

Die Idee hinter der Konstruktion M; x {j} ist nur, dass so ganz sicher
fur j # j' die Mengen M; x {j} und M x {j'} disjunkt sind. Sind M;
und Mj fur alle j,5° € J mit j # j' ohnehin disjunkt, kénnen wir auch
einfach [[;.; M; = U;c; M; und ix(z) = x setzen.

7.9 Definition. Seien J eine beliebige Menge und X; topologische Raume
fir j € J. Die topologische Summe || jed X ist das Koprodukt der zugrunde
liegenden Mengen versehen mit der Finaltopologie beziiglich der kanonischen
Inklusionen.

7.10 Notation. Wir schreiben auch Xg +--- + X, fur Hje{o,...,n—l} X;.

Aquivalenzrelationen

Quotiententopologien formalisieren das anschauliche Konzept des Verkle-
bens von Raumen an Punkten. Um das besser zu verstehen, beschéaftigen
wir uns kurz mit surjektiven Abbildungen und ihrem Zusammenhang mit
Aquivalenzrelationen.

Seien zunédchst M, N Mengen und f: M — N eine Funktion. Dann de-
finiert f eine Aquivalenzrelation ~ auf M durch x ~; 2’ 1= f(z) = f(2').
Ist andererseits ~ eine Aquivalenzrelation auf M und bezeichnet M/~ die
Menge der Aquivalenzklassen, so definiert dies eine surjektive Funktion
q: M — M/~ durch ¢(z) := [z]~. Ist nun ~ eine Aquivalenzrelation, ¢ die
zugehorige Surjektion auf die Aquivalenzklassen und ~q die hierdurch defi-
nierte Relation, so ist offenbar ~,=~. Ist andererseits f: M — N surjektiv,
so existiert genau eine Bijektion M/~y — N, die

M—f»N

e ]

M/~
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kommutativ macht. Wenn einen also nicht interessiert, was die Elemente
von N sind —und bei Raumen schauen wir uns ja meist nicht an, was ein
,Punkt® ist—, so wird die Surjektion f vollstindig durch die Relation ~
beschrieben.

Wir legen entsprechend noch Notation fest.

7.11 Notation. Ist X ein Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X,
so bezeichnet X/~ den Raum, der aus der Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich ~ versehen mit der Finaltopologie beziiglich der kanonischen
Surjektion X — X/~ besteht.

Als Beispiel betrachten wir auf dem Einheitsintervall I die Aquivalenzre-
lation
r~y<—=zcz=yV@=0Ay=1)V(e=1Ay=0),

also die von 0 ~ 1 erzeugte Aquivalenzrelation. Den entstehenden Raum
I/~ kann man sich nun so vorstellen, dass die Punkte 0 und 1 zu einem
Punkt identifiziert wurden, dass also die beiden Enden des Einheitsintervalls
zusammengeklebt wurden. Die Anschauung sagt uns nun, dass dabei die
Kreislinie herausgekommen sein sollte, und wir werden nun zeigen, dass
sie uns nicht tduscht. Betrachten wir zunéichst, wie schon mehrfach, die
Abbildung

p: I — St

x +— (cos(2mx),sin(27x)).

Diese Abbildung ist surjektiv und fast injektiv: Nur 0 und 1 haben den selben
Wert. Es ist also p surjektiv und p(z) = p(y) <= x ~ y. Damit haben wir
wie oben ein kommutatives Diagramm

141)»81

T

I/~

und miissen uns nur noch um Stetigkeit kiimmern. p ist nach Konstruktion
stetig. Da I/~ die Quotiententopologie, also die Finaltopologie beziiglich ¢
tragt, ist g stetig. Da h o ¢ = p stetig ist, ist auch h stetig, dies ist die zweite
FEigenschaft der Finaltopologie und was Quotienten so angenehm macht.
Wir wissen also bereits, dass h eine stetige Bijektion ist, und wollen nun
zeigen, dass h in der Tat ein Homdomorphismus ist. Normalerweise miissten
wir nun anfangen zu rechnen, aber wir haben Gliick, dass I quasikompakt
(sogar kompakt) und S' hausdorffsch ist: Nach [Proposition 2.33|ist dadurch
namlich auch p automatisch eine Quotientenabbildung. Um die Stetigkeit
von h~! nachzuweisen, geniigt daher die Stetigkeit von h~1 o p, aber h™1 o
p = q ist stetig. Weil das so wichtig ist, hier das gleiche Argument noch
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einmal etwas anders: Da I quasikompakt und ¢ stetig und surjektiv ist,
ist nach [Proposition 2.32| auch I/~ quasikompakt. (Man beachte, dass wir
an dieser Stelle in der Tat ohne etwas nachzurechnen noch nicht wissen
konnen, dass I/~ hausdorffsch ist.) Nun ist h eine stetige Bijektion von
einem quasikompakten Raum in einen Hausdorffraum also nach

ein Homoomorphismus.

Wir bemerken eine wichtige Tatsache, die wir nebenbei gezeigt haben,
und die entsprechend auch fiir andere Falle von Final- oder Initialtopologien
gilt. Dies ist nur eine andere Art, deren Eindeutigkeit zu formulieren.

7.12 Lemma. Seien X, Yy, Y1 Rdume und q;: X — Y; Quotientenabbildun-
gen. Ist fiir alle z,x' € X genau dann qo(x) = qo(2), wenn q1(x) = q1(2),
so existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung h, so dass

Yo

X Ih
kommutiert, und h ist ein Homéoomorphismus. ]

Das Zusammenschlagen von Unterraumen
Fir Falle wie den eben betrachteten fithren wir eine einfachere Notation ein.

7.13 Notation. Sei X ein Raum und A C X. Ist ~ die Aquivalenzrelation
auf X mit

T~y = (z=y)V(z,y €A,
die A zu einem Punkt identifiziert, so schreiben wir
X/A

fiir den Quotientenraum X/~. Sind etwas allgemeiner Aj,..., A, C X
paarweise disjunkt und

x~y <= (x=y)V(z,ye A)V---V(z,y € A,),

so schreiben wir

X/(A1,...,Ap)
fir X/~.

7.14 Proposition. Es ist I/{0,1} ~ S, und fir n € N ist D" /S" ~
S,
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Beweis. I/{0,1} ~ S! haben wir bereits gezeigt. Fiir n € N wollen wir eine
stetige Abbildung D"t! — S"*! angeben, die S” auf den Nordpol wirft und
ansonsten injektiv ist. Eine solche Abbildung ist nicht schwer hinzuschreiben,
aber unter Umstidnden muss man fiir die Stetigkeit arbeiten, und wir wollen
sie uns lieber von Quotiententopologien schenken lassen. Betrachte dazu das
folgende Diagramm.

; Dn+1
S® x D! lp

Hierbei seien f und g die stetigen Abbildungen
f:S"x D! — prtt g: S" x Dt — st

1
(2,5) = 2o, (2,8) = (V1= 8221, V1= 82 - 2y, 9)

2

Diese sind beide surjektiv, und fiir z,y € S x D! gilt
fl@)=[fy) <= (@=y)V(z,y eS" x{-1}),
9(z) =g(y) <= (z=y)V(z,y €S" x {~1}) V(z,y € " x {1}).

Da also aus f(x) = f(y) folgt, dass g(z) = g(y), existiert eine Abbildung
p, die das Diagramm kommutativ macht. Da f als stetige Surjektion von
einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum eine Quotientenabbildung
ist, folgt die Stetigkeit von p aus der Stetigkeit von g. Da g surjektiv ist,
ist auch p surjektiv. Mit dem gleichen Argument wie eben ist nun p eine
Quotientenabbildung. Bemerken wir nun noch zusétzlich zu obigem, dass

fHS" =8 x {1},
so folgt fiir o,y € D"*!
p) =p(y) < (@' =y)v (' y €s)
und daraus mit Hilfe von dass D"F1/Sn ~ SPHL O

Wir fithren noch etwas mehr Notation ein.

7.15 Definition. Sei X ein Raum. Dann nennen wir
CX =X xI/X x{1}
den Kegel iiber X und
YX =X xI/(X x{0},X x{1})

die Finhdangung von X.
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Im Beweis der letzten Proposition haben wir schon Beispiele kennenge-
lernt:

7.16 Proposition. Sei n € N. Dann ist CS™ ~ D"*t! ynd ¥S" ~ S**+1.

Beweis. Die Quotientenabbildungen f und g aus dem letzten Beweis zeigen,
wieder mit Hilfe von dass (S® x DY)/(S"® x {-1}) =~ D"*!
und (S™ x DY) /(S™ x {—1},S™ x {1}) ~ S**1. Ersetzt man D! durch das
homo6omorphe I und entsprechend {1, —1} durch {0, 1}, so erhédlt man die
Behauptung. ]

Projektive Raume

Bisher haben wir Quotienten betrachtet, die homéomorph zu Rdumen waren,
die wir bereits gut kannten. Spannender ist es, mit Hilfe von Quotienten
neue Rdume zu erschaffen.

Definition und erste Eigenschaften

7.17 Definition. Sei n € N. Der n-dimensionale (reell-)projektive Raum,
RP", ist definiert durch
RP" :=S"/~,

wobei fiir z,y € S"™
zoy = (z=y)V(z=—y).
Es werden also Antipoden identifiziert.

Wir sollten kurz zwei Begriffe einfiihren, auf die wir bisher verzichtet
haben.

7.18 Definition. Seien X, Y Raume und f: X — Y eine Funktion. f heifit
offen, wenn f[O] fiir alle offenen O C X offen ist, abgeschlossen, wenn f[A]
fiir jede abgeschlossenene Menge A C X abgeschlossen ist.

Man mache sich klar, dass diese beiden Begriffe nicht dquivalent sind.

7.19 Lemma. Sein € N und p: S* — RP" die Quotientenabbildung, die
sich aus der Definition des projektiven Raums ergibt. Dann ist p eine offene

Abbildung.

Beweis. Es bezeichne a: S” — S"™ den Hom6éomorphismus x — —z. Ist nun
O C X offen, so ist p~1[p[O]] = O U a[O] offen, also p[O] offen. O

7.20 Proposition. Sein € N. RP" ist hausdorffsch.
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Beweis. Seien y, 1y € RP™. Es seien p und a wie eben. Wir wahlen z, 2’ € S”
mit p(z) = y und p(x’) = y'. Seien nun Uy, Uy’ offene disjunkte Umgebungen
von x und 2’ und ebenso Uy, Uy’ offene disjunkte Umgebungen von z und —z'.
Setze nun V := p[UyNU;] und V' := p[U[Na[U}]]. Da p eine offene Abbildung
ist, sind V und V' offen, aulerdem ist y € V und ¢y’ € V'. Schlieilich ist
PV V] = (0o N U Uallly N 4)) 1 (U N alUf]) U (alUg] A U7))
= (UgNUy NU,NalU]]) U (U N Uy NalU)] N UY)
U (a[lUp N U1 N U NalU7]) U (alUp NUL | NalU) N UY)

=0UQUOUO =0,

also VNV’ =0. O

7.21 Bemerkung. Das wire sicherlich etwas einfacher gegangen, hiatte man

die euklidische Metrik auf S ¢ R™*! benutzt, es sollte aber gezeigt werden,

dass es auch ohne sie geht.

Eine andere Darstellung

Wir kénnen die projektiven Rdume auch auf eine andere Art erhalten.

7.22 Proposition. Sein € N. Ist ~ die Aquivalenzrelation auf D™ mit
vy = (e=y)V(@,y S A (= —y)),

so ist D"/~ ~ RP™.

Beweis. Sei zunachst h der Hom6omorphismus von D™ auf die obere Halb-
kugel von S™

h: D" — S™,
(X1, Tp) — (xl,...jxn,(l—x%—~--—xi)1/2).
Da zu jedem y € S" ein z € D" mit h(z) = y oder h(x) = —y existiert,

ist p o h surjektiv. Da D™ kompakt und S™ hausdorffsch ist, ist also p o
h eine Quotientenabbildung. Nun sieht man, dass fiir z,2’ € D™ genau

dann (po h)(z) = (po h)(2) gilt, wenn z ~ z’. Mit [Lemma 7.12| folgt die
Behauptung. O
Projektive Raume zerteilt

Wir nehmen den projektiven Raum RP” auseinader, um ihn dann wieder
zusammenzusetzen.
Betrachten wir die Abbildung

n: S" —[0,1],

(@1, Tng1) = [Tl
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Da n(z) = n(—=x), induziert sie eine Abbildung n: RP"™ — [0, 1] mit nop = n.
Wir wollen die Unterrdume Y := 7~ [[0,27Y2]], X := a~[[27'/2,1]] und
XNY = ﬁ_l[{2_1/2}] naher untersuchen.

Der Unterraum X ist einfach zu verstehen, da n=1[[271/2,1]] = p~1[X]
aus zwei Komponenten besteht, die von der Antipodenabbildung aufeinander
abgebildet werden. Eine von beiden ist das Bild der Einbettung

h: D" — S™,
. (wl,...,l‘n,l)
Vitai4+-+a2

(T1,...,2p)

Die Abbildung po h: D™ — X ist daher eine stetige Bijektion und, wieder
Kompaktheit ausnutzend, nach ein Homoomorphismus. Die
Einschriankung auf S"~! hat gerade X NY als Bild, wir haben also ein
kommutatives Diagramm

Sn—l — = XnNnY
inkl. inkl.

n poh

Zur Beschreibung von Y betrachten wir die Abbildung

g: D"l x D! — s”,

(zl,...,xn_l,\/1—x%—"-—1‘72171,y>
(xlﬂ"'vl‘nflay) = .
V14 y?

Man iiberpriift leicht, dass im(po g) = Y und dass genau dann (pog)(x,y) =
(pog)(a,y), wenn (z,y) = (2/,y') oder wenn x € S* 2 und (z,y) =
(=2, —y'). Bezeichnen wir diese Aquivalenzrelation auf D"~! x D! mit ~,
so erhalten wir also ein kommutatives Diagramm

Dn—l X Dl

l pog

(D"t x DY/~ - Y.
Dass die untere Abbildung, die wir g nennen wollen, ein HomGéomorphis-
mus ist, folgt wieder mit Hilfe von daraus, dass aufgrund der
Kompaktheit von D"~! x D! die Surjektion p o g nach [Proposition 2.33| eine
Quotientenabbildung ist.
Ist n = 2, so konnen wir die Relation ~j; und damit den Raum

(D' x DY)/ ~ Y
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besonders einfach beschreiben. Der Raum D' x D! ist ein Quadrat, und der
Unterraum S° x D! besteht aus zwei gegeniiberliegenden Seiten. Die Relation
~ s identifiziert diese beiden mit einem Twist, also (—1,y) ~s (1, —y). Den
Raum (D! x D')/.,, nennen wir das Mdbiusband.

Wir konnen nun Teile der obigen Diagramme zusammensetzen und erhal-
ten das kommutative Diagramm

poh

Dr ~ X
y inV Wd.
sn—1 = xXny RP™.

X

f
inkl. inkl.
Y

(D" X DY) /ey ————

QI

Dabei ist f durch die Kommutativitat des unteren linken Vierecks definiert.
Es lohnt sich, sich diese Abbildung noch einmal anzuschauen. Der Unterraum
D" 1 x S§% von D"~ ! x D! besteht aus zwei getrennten (n — 1)-Béllen. Die
Aquivalenzrelation ~; identifiziert von beiden die Rénder via (z,1) ~
(—x,—1) fiir z € S""2. Als Quotientenraum erhilt man eine (n — 1)-Sphére.
Die Abbildung f ist eine entsprechende Einbettung. Insbesondere sieht man
flir n = 2, dass der ,Rand“ des Md&biusbandes, der aus den beiden nicht
identifizierten Seiten des Quadrats entsteht, eine einzige 1-Sphére bildet.

Da X und Y abgeschlossene Unterrdume von RP” sind, tragt RP" die
Finaltopologie beziiglich der Inklusionsabbildungen dieser beider Raume.
Beschrankung auf das wesentliche liefert also aus obigem ein kommutatives
Diagramm

Sn_l inkl. D

Jf Jpoh
(D"' x DY)/, —2+RP",
wobei RP™ die Finaltopologie beziiglich der beiden Abbildungen p o A und g

tragt. Dies ist dquivalent dazu, dass RP™ die Finaltopologie beziiglich der
von ihnen gegebenen Abbildung

(D" ' x DY/, + D" — RP"

tragt. Diese Abbildung ist surjektiv, also eine Quotientenabbildung. Wir
haben also

RP" ~ (D" ' x D")/~,, + D") /~

fiir die entprechende Aquivalenzrelation. Da die Abbildungen p o h und g
injektiv sind und der Schnitt ihrer Bilder gerade das Bild von S"~! unter poh
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ist, ist diese durch = ~ f(z) fiir z € S"~! gegeben. Wir werden diese Situation
sogleich in Allgemeinheit genauer beschreiben und dafiir die Notation

RP" ~ (D" ' x DY)/, Uy D"

einfiithren. Wir werden dann insbesondere sagen, dass die projektive Ebe-
ne RP? durch Ankleben einer 2-Scheibe an den Rand eines Mébiusbandes
entsteht.

Verkleben

Ein weiteres Konzept, das sich mit Hilfe von Quotientenraumem modellieren
lasst, ist das Ankleben eines Raumes an einen anderen. Dazu betrachtet man
Réaume XY, eine Teilmenge A C X und eine stetige Abbildung f: A — Y.
Man betrachtet nun Y + X mit den kanonischen Inklusionen ig: ¥ — Y + X
und i1: X — Y 4+ X und auf Y + X die Aquivalenzrelation ~ f, die von
io(f(x)) ~fi1(x), v € A, erzeugt wird, also

io(y) ~rio(y) <= y=1y

io(y) ~pin(x) <= (x€ A)A(f(x) =vy),

i(z) ~pio(y) <= (z€ A) A (f(z) =y),

i(z) ~vpin(a') = (x=2")V((z,2" € A) A(f(z) = f(2')))

7.23 Notation. In dieser Situation bezeichnen wir den Quotientenraum
(Y + X))/~ mit Y Us X und sagen, er entstehe, indem man X vermittels f
an Y anklebe. Bezeichnet ¢: Y + X — Y Uy X die Quotientenabbildung, so
nennen wir

Y sy x 1 Yup X

die kanonische Inklusion und
X: XL)Y+XL>YU]¢X
die charakteristische Abbildung.

Wir bemerken, dass Y Uy X die Finaltopologie beziiglich der Abbildungen
7 und x trégt.

Die folgende Aussage ist nicht trivial, da in ihr Quotienten und Einbet-
tungen vorkommen und sich Final- und Initialtopologien nicht immer gut
vertragen.

7.24 Proposition. Seien X,Y Rdume, A C X und f: A — Y stetig. Dann
ist die kanonische Inklusion j: Y — Y Uy X eine Einbettung.
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Beweis. Die Stetigkeit von j ist klar. Die Injektivitat folgt daraus, dass
io(y) ~f io(y') nur fiir y = y'. Sei nun V C Y offen. Es ist zu zeigen, dass es
ein offenes U C Y Uy X gibt, so dass V = j1[U] ist.

Wir betrachten zuniichst j[V]. Es ist x7![j[V]] = f~![V] eine offene
Teilmenge von A, also existiert eine offene Menge U’ C X mit U'NA = f~L[V].
Wir setzen U := j[V] U x[U']. Es ist j7U] = j7 5[V Ui [X[U']] =
VUFIUNA =V.

Es bleibt zu zeigen, dass x~![U] offen ist. Es ist x " *[j[V]] = f~![V] und
X XU =00 U N A =T U AV =070 fHV] und
da fV] c U ist x1[U] = U". O

Wir iibersetzen die universelle Eigenschaft (Definition 7.1)) der Finaltopo-

logie in unsere Situation.

7.25 Proposition. Seien X, Y Rdiume, A C X und f: A —Y stetig. Ist Z
ein weiterer Raum und sind g: X — Z, h: Y — Z stetige Abbildungen, so
dass gla = ho f, so existiert genau eine stetige Abbildung k:Y Uy X — Z,
so dasskox =g und koj=h.

A—X

Jf lx\\ \

Beweis. Alles bis auf die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Definition
von ~, die Stetigkeit daraus, dass Y Uy X die Finaltopologie beziiglich j
und y tragt. O

Quotienten und Produkte

Wir werden ein weiteres Hilfmittel benotigen, das wieder nicht trivial ist,
weil es Initial- und Finaltopologien verbindet.

7.26 Lemma. Sei q: X — Y eine Quotientenabbildung und Z ein lokal
kompakter Raum. Dann ist die Abbildung q x idz: X X Z — Y X Z eine
Quotientenabbildung.

7.27 Bemerkung. Das Lemma ist niitzlich, um mit Z parametrisierte
stetige Familien von stetigen Funktion aus dem Quotientenraum Y in einen
anderen Raum zu definieren. In Anwendungen ist der Raum Z héaufig das
Einheitsintervall.
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Beweis. ¢ x idy ist offenbar stetig und surjektiv. Sei U C Y x Z mit U :=
(g x idz)~1[U] offen. Es ist zu zeigen, dass U offen ist.

Sei (y,z) € U. Da ¢ surjektiv ist, existiert x € X mit ¢(z) = y, also
(z,2) € U. Da U offen und Z lokal kompakt ist, existiert K € U(z), K
kompakt, mit {z} x K C U, also auch {y} x K C U. Wir setzen nun
Vo= {x’GX: {x’}xKC(j} = {2’ e X: {q(z)} x K CU}. Sei 2/ € V.
Dann existiert fiir beliebiges k£ € K eine Umgebung V} von k, so dass Wy, :=
{:U’ e X: {2}y xV,CU } Umgebung von 2’ ist. Aufgrund der Kompaktheit

von K existieren nun n € Nund &y, ..., k, € K, so dass K C |J;"_; Vi,. Dann
ist N, W, Umgebung von 2’ und (-, Wi,) x K C U, also (), Wi, C V.
Das zeigt, dass V offen ist. Nun ist mit V := {3/ € Y: {y/} x K C U} gerade
V = ¢ ![V], also ist V offen und V x K C U Umgebung von (y, z). Damit
ist U offen. 0
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Homotopien und Schleifen

Homotopie

Wir betrachten nun das Deformieren einer Abbildung in eine andere.

8.1 Definition. Seien X, Y topologische Raume und fy, fi: X — Y stetige
Abbildungen. Eine Homotopie zwischen fy und fi ist eine stetige Abbildung
F: X xI—Y,sodass F(z,0) = fo(z) und F(z,1) = fi(z) fir alle z € X.
Wir nennen fy und f; zu einander homotop und schreiben fy ~ f, wenn
eine Homotopie zwischen fy und f; existiert.

Fiir die Anschauung mag es manchmal sinnvoll sein, sich F' als Abbildung
vom Zylinder X x I vorzustellen, und manchmal, F' als eine mit der Zeit
t € I variierende Schar von Funktionen

fti X—-Y
x— F(x,t)
anzusehen.

8.2 Beispiel. Seien X, Y nicht-leere Raume und f,g: X — Y konstante
Funktionen. Dann ist f ~ g genau dann, wenn die Bilder von f und ¢ in der
selben Wegzusammenhangskomponente von Y liegen.

8.3 Beispiel. Sei n > 0 und

r: R"\ {0} — R"\ {0},

T
T —.
]|

Dann ist r ~ idgn\ (o} Wie die Homotopie

(R*\{0}) x I —R"™\ {0},

@8 = T

zeigt.

79
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8.4 Proposition. Seien X, Y Rdiume. Die Relation ~ ist eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der stetigen Funktionen von X nach Y.

Beweis. Es seien f,g,h: X — Y stetig.
Die stetige Funktion
XxI—-Y
(z,t) — f(x)

zeigt f ~ f und damit die Reflexivitat von ~.
Ist f ~ g und F' eine Homotopie zwischen f und g, so ist mit

r: ]l —1
t—1—1t
Fo(idx xr) eine Homotopie zwischen g und f, also g ~ f, was die Symmetrie

von =~ zeigt.
Ist f ~ g und g ~ h und mit zugehdrigen Homotopien F' und G, so ist

XxI—=Y

(2.1) o F(x,2t), t
© G(z,2t—1), t

(AVARRVAN
[N e

9
)

eine Homotopie zwischen f und h. Fir die wohldefiniert beachte, dass
F(z,1) = g(z) = G(z,0) und fiir die Stetigkeit, dass X x [0, 1] und X x [%,1]
in X x I abgeschlossen sind. Dies zeigt f ~ h und die Transitivitdt von
~, ]

Die Komposition von Abbildungen respektiert die Aquivalenzrelation
Homotopie:

8.5 Proposition. Seien X, Y, Z Raiume und f,f': X =Y, 9,9 Y - Z
stetige Abbildungen. Ist f ~ " und g~ ¢', so ist go f ~g' o f'.

Beweis. Ist F' eine Homotopie zwischen f und f’, so ist go f eine Homotopie
zwischen go f und gof’. G eine Homotopie zwischen g und ¢’, so ist Go(f’xid)
eine Homotopie zwischen go f/ und ¢’o f’. Esist also gof ~ gof' ~ g'of’. O

Homotopie relativ zu einem Unterraum

8.6 Definition. Seien X, Y Réume, A C X und f,g: X — Y stetige
Abbildungen. Wir sagen, f sei relativ zu A homotop zu g, f ~ g rel A,
wenn eine Homotopie F': X x I — Y zwischen f und g existiert, so dass
F(a,t) = F(a,0) fur allea € A, t € I.

Damit f ~ g rel A gelten kann, muss natiirlich f|4 = g|a erfiillt sein.
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8.7 Beispiel. In Beispiel 8.3|ist r ~ idgn\ o} rel Sn1,

8.8 Proposition. Seien X, Y Rdaume, A C X. Dann ist Homotopie relativ
zu A eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Man wiederhole den Beweis, den wir oben fiir A = ) gegeben
haben. 0

Ebenso verallgemeinern wir:

8.9 Proposition. Seien X, Y, Z Riume, A C X und f,f': X — Y,
9,9 Y — Z stetige Abbildungen. Ist f ~ f' rel A und g ~ ¢’ rel f[A], so
st go f~ g o f rel A. O

Niitzlich ist auch die folgende Tatsache.

8.10 Proposition. Seien X ein Raum, AC X, Y CR", f,g: X — Y. Ist
fla =gla und Y konvex, so ist f ~ g rel A.

Beweis. Betrachte
H: XxI->Y
(,A) = (1 = A)f(z) + Ag().
Es ist H(z,0) = f(x) und H(z,1) = g(x) fir alle x € X. Aulerdem ist
H(a,\) = f(a) = g(a) fur allea € A, A € I. O

8.11 Beispiel. Ist X ein Raum und sind w,w’: I — X stetige Wege mit
gleichem Anfangspunkt, also w(0) = w'(0), so ist w ~ w’ rel {0}: Ist
co: I — I die Abbildung, die konstant 0 ist, so ist ndmlich, da I konvex ist,
cp ~ idy rel {0} und daher
w = wo id[

~ wocyrel {0}

=w'ocy

~w' oidy rel {0}

/
=w.

Andererseits scheint auch offensichtlich, dass fiir
w: I — S, w': I — St
s+ (cos s, sin s7) s+ (cos s, —sin s),

also zwei Wege in von (1,0) nach (—1,0) in S!, wobei einer oben, der andere
unten entlang geht, gilt, dass

w % w rel {0,1},

dass es also nicht moglich ist, den einen Weg in den anderen zu iiberfiihren,
wenn man beide Endpunkte festhalt. Das ist auch in der Tat wahr, wir
werden aber noch einiges an Vorbereitung bendtigen, um das zu zeigen.
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Wir defnieren nun noch eine Klasse von Rdumen, die aus der Sicht der
Homotopietheorie trivial sind.

8.12 Definition. Sei X ein Raum. Wir sagen X sei zusammenziehbar,
wenn X # () und die Identitédbsabbildung idx homotop zu einer konstanten
Abbildung ist.

8.13 Beispiel. Nicht-leere konvexe Teilmengen von R" sind zusammenzieh-
bar.

Beispiele von nicht zusammenziehbaren Réumen anzugeben, fillt uns
schwerer. Die Sphéren S™ sind nicht zusammenziehbar, aber fiir n > 0 konnen
wir das noch nicht zeigen. Immerhin haben wir:

8.14 Proposition. Sei X ein zusammenziehbarer Raum. Dann ist X weg-
zusammenhangend.

Beweis. Sei H: X x I — X eine Homotopie, die zeigt, dass X zusammen-
ziehbar ist, also H(z,0) = x fiir alle z und H(x,1) = x; fir alle z und ein
x1 € X. Ist nun z € X beliebig, so ist H(x,e) ein Weg von x zu x1, also
liegen  und z; in der selben Wegzusammenhangskomponente. Damit hat
X genau eine Wegzusammenhangskomponente. ([l

Wege
8.15 Definition. Seien X ein Raum und w,w’: I — X Wege in X mit

w(1) = w'(0). Wie bei der Diskussion des Wegzusammenhangs bezeichnen
wir mit w~ den Weg

w I — X
t—w(l—1)

und mit w * w’ den Weg
wrw': [ — X
w(2t), t <
H
w'(2t—1), t>

AuBlerdem bezeichnen wir fiir z € X mit ¢, den konstanten Weg

IS NI

)

Cp: I — X

t— x,

der in {x} verlauft.
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8.16 Proposition. Seien X, Y Rdume, f: X — Y stetig, w,w': I — X
stetig mit w(1) = w'(0). Dann ist (fow)(1) = (fow)(0) und (fow)*(fow') =
fo(wxw). ]

8.17 Proposition. Sind v,v',w,w': I — X stetig mit v(1) = w(0), und ist
v~ v rel {0,1}, w~w' rel {0,1}, soist vxw ~v *w rel {0,1}.

Beweis. Sei F' die Homotopie zwischen v und v/, G die Homotopie zwischen
w und w’. Dann ist

IxI—X

(5.1) = {g(Qs,t), s
(2s —1,t), s

[AVARR VAN
N[ t:')\H

eine Homotopie zwischen v x w und v" * w’, und diese Homotopie halt {0, 1}
(sogar {0,3,1}) fest. O

8.18 Proposition. Sei X ein Raum, w,w’,w”: I — X stetig, w(1) = w'(0),
w'(1) = w"(0). Dann gilt:

(i) (wxw)*xw” ~w=x(w *xw”) rel {0,1},
(1) Cw(o) * W = W = W * Cyyqy  Tel {0,1},
(i4) w*w™ = ¢y rel{0,1}.

Beweis. Zu : Man kann die Homotopie direkt angeben, und das sei zur
Ubung empfohlen. Wir gehen hier etwas anders vor: Wir definieren zunéchst

f:10,3] = X
s,  0<s<1,

s—=ew(s—1), 1<s<2,
w’(s—2), 2<s<3,

f ist stetig, und fiir a,b € R,

lap: I — R
st—s-b+(1—s)-a.

Dann ist zum Beispiel w’ = folj 2, also (w*w') x w” = fo((lo1*112) *l23)
und w * (w’' * w”) = f o (lo;1 * (I1,2 * l23)). Wegen [Proposition 8.9 geniigt es
nun, zu zeigen, dass

(l0,1 * l172) * l2,3 ~ 1071 * (1172 *x l273) rel {0, 1},
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beide Seiten aufgefasst als Wege in [0, 3]. Da beide Wege Anfangspunkt 0 und
Endpunkt 3 haben, folgt dies aber mit [Proposition 8.10] aus der Konvexitat
von [0, 3].

Zu Es ist cy(0) ¥ w = w o (cp *id;) und w = w o id;. Nun sind
co * idy und id; beides Wege in I mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 und
Cw(0) * w =~ w rel {0, 1} folgt wie eben, und w =~ w * ¢,(1) rel {0, 1} ebenso.

Zu |(iii); Wie eben mit w * w™ = w o (lo1 * l1,0), Cyw(o) = w © Co. O

Die Fundamentalgruppe

Diese Untersuchungen machen die folgende Definition maoglich.

8.19 Definition. Sei X ein Raum und xy € X. Dann bezeichnen wir mit
m1(X, o) die Menge der Aquivalenzklassen von stetigen Wegen w: I — X
mit w(0) = w(1) = zo beziiglich Homotopie relativ zu {0, 1}. Einen Weg w
mit w(0) = w(1) = z¢ nennen wir einen geschlossenen Weg bei xo oder eine
Schleife bei .

Auf 71 (X, zg) ist durch

[w] - [w] = [w ']

eine Multiplikation erklért, die 71(X,z¢) zu einer Gruppe mit neutralem
Element [cz,] macht. 71 (X, zo) heiBlit die Fundamentalgruppe von X mit
Basispunkt xg.

8.20 Definition. Ein Raum mit Basispunkt ist ein Paar (X, zg), wobei
X ein Raum ist und zp € X. Sind (X, zg), (Y, y0) Rdume mit Basispunkt,
so heifit eine Abbildung f: X — Y basispunkterhaltend, wenn f(z¢) = yo.
Wir schreiben hierfir f: (X,z0) — (Y,v0). Sind f,g: (X,z0) — (Y, %0)
basispunkterhaltende Abbildungen, so werden wir unter einer Homotopie
zwischen f und g, wenn wir nichts anderes bemerken, immer eine Homotopie
relativ zu {zo} verstehen. Wollen wir explizit sagen, dass eine Homotopie
nicht relativ zum Basispunkt zu sein braucht, so reden wir von einer freien
Homotopie.

8.21 Definition und Proposition. Seien (X, zo) und (Y,yo) Riaume mit
Basispunkt, f: (X,zo0) — (Y,y0) stetig. Dann definieren wir

m1(f): m (X, zo) — m1 (Y, 90)

[w] = [f o w].

Dies ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Gruppen. An Stelle von
m1(f) schreiben wir auch fy.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus |[Proposition 8.9, die Vertraglichkeit
mit der Multiplikation aus |Proposition 8.16]| O
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8.22 Proposition. Seien (X, x9), (Y,v0), (Z,z0) Rdume mit Basispunkt,
f7 f/: (Xa xO) - (K yO); g: <Y7 yO) - (Zv ZU) stetig. Dann ngt

(i) Ist f ~ f' (relativ zu {x0}), so ist m1(f) = 71 (f').
(ii) Es ist m (id(X,zo)) = idr, (X,20)-
(iti) Es ist mi(go f) = mi(g) o m(f).
Beweis. folgt aus [Proposition 8.9| und sind klar. O

Die Fundamentalgruppe erlaubt es uns, topologische Situationen in alge-
braische zu tibersetzen, wobei man dann hofft, dass letztere einfacher sind.
Zum Beispiel hat man:

8.23 Proposition. Seien (X, zg) und (Y,yo) Riume mit Basispunkt und
[+ (X,z0) — (Y,y0) und g: (Y,yo) — (X, x0) stetige Abbildungen. Gelten
go f ~idxa, und fog =~idy,,, soist fg: m(X,z0) — m(Y,90) ein
Isomorphismus.

Beweis. Aus gof ~ id(x ) folgt guofy = (gof)# = (id(Xm))# = idr, (x,0)-
Aus fog ~idgy,,) folgt, dass fy o gy = idy (v,,)- Das heiit gerade, dass
[ ein Isomorphismus und invers zu gy ist. [l

8.24 Beispiel. Sei zg € S" ! und i: ("1, 20) — (R"\ {0} ,x0) die Inklusi-
on. Wir haben in eine Abbildung r: (R™\ {0} ,z0) — (S, )
angegeben, so dass r 0@ = idgn-14,) und 7 o7 >~ idgrn\{0},49), €S st also
iy m(S"L 20) — mi (R™\ {0}, z0) ein Isomorphismus mit inverser Abbil-
dung 74.

In [Proposition 8.23| miissen wir bei den Abbildungen und Homotopien
die Basispunkte beachten, wir werden spéater sehen, dass sich das in diesem
Fall umgehen lasst. Flir den Spezialfall, dass Y ein einpunktiger Raum ist,
tun wir das jetzt schon direkt.

8.25 Proposition. Sei X zusammenziehbar und xo € X. Dann ist m (X, o)
eine triviale Gruppe.

Beweis. Sei w eine Schleife bei xg. Wir zeigen, dass [w] = [¢g,] = e. Sei dazu
H eine Homotopie von id,, zu einer konstanten Abbildung. Wir betrachten
G:=Ho(wxids): I x I — X. Setzen wir p := H(xq,e), 1 := p(1), so ist
G(0,e) = G(1,8) = p, G(e,0) = w, G(e,1) = ¢y,. Sind also 4,5: I — I x I
die Wege

(0,2t), 0<t<i,
i(t) := (,0), Jt) =1 (4t —-2,1) L<t<?
(174_4t) %Stﬁl,
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so ist Goi = wund Goj = p* (cyy xp~ ). Da i(0) = (0,0) = 5(0),
i(1) = (1,0) = j(1) und I x I konvex ist, ist i ~ j rel {0,1}. Es folgt

w=Goi
~Goj rel {0,1}
=p*(Coy *p7)
~pxp rel {0,1}
~ Cyp rel {0,1}
wie behauptet. ]

Bisher wissen wir nicht einmal, dass es einen Raum gibt, dessen Funda-
mentalgruppe nicht trivial ist, und ohne dieses Wissen kann diese Theorie
nicht hilfreich sein. Unser néchstes Ziel wird daher sein, die Fundamental-
gruppe von S' zu bestimmen und zu zeigen, dass sie nicht trivial ist. Spéter
werden wir dann noch Hilfsmittel kennenlernen, um die Fundamentalgruppen
vieler Raume zu bestimmen.



Abschnitt 9

Die Fundamentalgruppe des Kreises

Uberlagerungen und die Fundamentalgruppe von S!

ﬂberlagerungen (die Definition folgt weiter unten) stehen in engem Zusam-
menhang mit der Fundamentalgruppe. Wenn wir auch keine Zeit haben
werden, diesen Zusammenhang ndher zu untersuchen, so wollen wir doch,
auch wenn wir hauptséachlich einen einzigen Fall benétigen werden, die grund-
legenden Eigenschaften allgemein beweisen. Wir beginnen damit, das fiir uns
wesentliche Beispiel einzufiihren.

Wenn wir die Theorie der Fundamentalgruppe gewinnbringend anwenden
wollen, miissen wir die Fundamentalgruppe eines Raumes bestimmen, fiir den
sie nicht trivial ist. Der grundlegende Fall ist die Kreislinie. Wir betrachten
fir k € Z die Abbildung

up: I — S
s+ (cos 27kt sin 2kt).

Das ist eine Schleife bei (1,0). Anschaulich wickelt diese das Einheitsintervall
k-mal um die Kreislinie herum. Wir werden im folgenden zeigen, dass wir
ug =~ uy rel {0,1} nur fiir k = [ haben und dass zu jeder Schleife w in S bei
(1,0) ein k € Z existiert, so dass w ~ uy rel {0,1}. Wir werden also zeigen,
dass

®: 7 — m(Sh (1,0))
ko [ug]

eine Bijektion (und in der Tat ein Isomorphismus von Gruppen) ist. Dabei
wird es sich als hilfreich erweisen, die Abbildung

p: R — St
r +— (cos 27, sin 27r)
und die Wege
v: I — R

s— ks

in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k£ zu betrachten. Es ist dann
uy, = p o vg. Die Abbildung p: R — S! ist ein Beispiel einer Uberlagerung.

87
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9.1 Definition. Eine Abbildung p: X — Y heift eine Uberlagerung, wenn
X und Y wegzusammenhangende und lokal wegzusammenhangende Haus-
dorffraume sind, p surjektiv ist und zu jedem y € Y eine offene Umgebung U
existiert, so dass fiir jede Wegkomponente V' von p~![U] die Einschrinkung
von p einen Homoomorphismus V' — U ergibt. Mengen U dieser Art nennen
wir gleichmdpig tiberdeckt oder elementar, die Wegkomponenten von p~1[U]
die Blatter tiber U.

9.2 Proposition. Die oben beschriebene Abbildung p: R — S! ist eine
Uberlagerunyg.

Beweis. Zunichst sind R und S' zusammenhiingend, lokal wegzusammen-
hingend und hausdorffsch. AuBerdem ist p surjektiv. Sei nun 2 € S! beliebig,
etwa z = p(r). Wir zeigen, dass U := S! \ {x} gleichmifig iiberdeckt ist. U
ist offen und p~![U] = R\ {r + 2: z € Z}. Die Wegkomponenten von p~![U]
sind also die offenen Intervalle (r + z,r + z + 1) fiir z € Z. Fiir jedes z € Z
ist die Einschrankung von p

(r+zr+z+1)—-U

z — (cos 27z, sin 27x)

ein Homdomorphismus. Ist nun y € S' beliebig, so liegt ¥ in der gleichmiBig
iiberdeckten Menge S!' \ {—y}. O

Ist Z ein Raum, p: X — Y eine Uberlagerung und f: Z — Y eine stetige
Abbildung, so konnen wir uns fragen, ob eine stetige Hochhebung von f, also
eine Abbildung f: Z — X mit po f = f, existiert. Das wird im allgemeinen
von Z und f abhéngen. Fiir Wege, also fiir Z = I, werden wir nun aber
sehen, dass eine stetige Hochhebung immer existiert und zwar fiir jedes
z € p~'[{f(0)}] genau eine mit f(0) = z.

Ist der Weg so kurz, dass er ganz in einer gleichméflig iiberdeckten Menge
verlauft, so ist dies klar. Im allgemeinen werden wir den Weg in so kurze
Stiicke zerlegen, dass dies fiir diese gilt. Dies wird das Lebesgue-Lemma
leisten, das wahrscheinlich aus der Analysis-Grundvorlesung bekannt ist. Wir
erinnern kurz daran.

9.3 Lemma (Lebesgue). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und C
eine offene Uberdeckung von X. Dann ezistiert ein § > 0, so dass fiir jedes
z € X ein O €C existiert, so dass Bs(x) C O.

Beweis. Zu jedem z € X gibt es ein g, > 0, so dass Ba.,(z) in einem
Element von C liegt. Da {B.,(z): # € X} eine offene Uberdeckung von X
ist, existiert aufgrund der Kompaktheit von X ein n € N und z1,...,z,, so
dass X = Uj_; Be,, (wp). Setze 6 := min{e,,: 1 <k <n}. Ist nun y € X
beliebig, so existiert ein k mit y € Be, (zx). Nun ist Bs(y) C Bae,, und liegt
damit ganz in einem Element von C. g
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9.4 Proposition (Hochheben von Wegen). Ist p: X — Y eine Uberlagerung,
w: I — Y stetig und xog € X mit p(xg) = w(0), dann gibt es genau eine
stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = zp und pow = w.

Beweis. Sei {U;: j € J} eine offene Uberdeckung von Y bestehend aus gleich-
maBig tiberdeckten Mengen. Dann ist {w_l[Uj]: jed } eine offene Uber-
deckung von I. Nach dem Lebesgue-Lemma gibt es also ein N € N\ {0}, so
dass zu jedem k mit 0 < k < N ein j € J mit w [[kNl, NH C U; existiert.
Fiir solches N werden wir fiir 0 < k < N induktiv zeigen, dass es genau ein
stetiges Wi+ [0, %] — X mit (0) = xo und p oy = w[ &) gibt. Der Fall

k = N zeigt dann die Behauptung. Wir setzen I := [%, %}

w(0) = g erledigt £ = 0. Sei nun 0 < k£ < N und Existenz und
Eindeutigkeit von wy_1 bereits gezeigt. Dann muss Wy, wenn es existiert, auf
[O, 1%1] mit w1 Ubereinstimmen. Es bleibt also zu zeigen, dass es genau
ein stetiges f: I, — X mit f(k—g,l) W1 (k;, ) und po f = w|y, gibt.
Wy, erhélt man dann durch Zusammensetzen von wi_1 und f. Nun gibt es
ein j € J mit w[I}] C U;. Es ist p (0 1(’“ 1)) —w( L) € U;. Sei V die
Wegkomponente von p 1[U]] in der wy_1 ( ) liegt. Jede stetige Abbildung
f mit den geforderten Eigenschaften muss nun, da I wegzusammenhangend
ist, ihr Bild in V haben. Da die Einschrénkung von p einen Homéomorphismus
V — Uj liefert, gibt es genau ein solches f, namlich die Komposition von
w|7, mit dem Inversen dieses Homéomorphismus. g

9.5 Korollar. Die Abbildung ® ist surjektiv.

Beweis. Sei o € m1(St, (1,0)), a = [w]. Wir betrachten die oben beschriebene
Uberlagerung p: R — S'. w liisst sich zu einem Weg in R mit Anfangspunkt
0 hochheben, das heifit es gibt einen stetigen Weg w: I — R mit w(0) =0
und pow = w. Aus p(w(1)) = w(l) = (1,0) folgt, dass w(1) € Z, sagen
wir w(1) = k. Nun ist aber R konvex, also ist @ ~ vy rel {0,1}. Damit ist
a=[w] =[pow] = [pou] = [ur] = (k). O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Hochhebungen homotoper Wege mit
gleichem Anfangspunkt homotop sind.

9.6 Proposition (Hochheben von Homotopien). Seip: X —Y eine Uber-
lagerung und F: I x I — 'Y stetig. Ist f: I — X stetig mit p o f F(e,0),
so existiert eindeutig eine stetige Abbildung F: I x I — X mit F( 0) = f
und p o F=F.

Beweis. Existiert ein solches F', so ist fiir jedes s € I die Einschriankung
F (s, e) eine Hochhebung des Weges F(s, ) zu einem Weg mit Anfangspunkt
f (s). Aus der Eindeutigkeit von Hochhebungen von Wegen folgt also schon
die Eindeutigkeit von F. AuBerdem definiert dies F' bereits, so dass wir nur
noch die Stetigkeit nachzupriifen haben.
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Aus dem Lebesgue-Lemma folgt wieder die Existenz eines N € N, so
dass F [[%,H‘Tl] X [%,%H fir alle 0 < k,l < N in einer gleichméafig
iiberdeckten Menge enthalten ist. Es geniigt, zu zeigen, dass fiir alle 0 <
k,l < N die Einschrankung von F auf [%, H'Tl] X [%, %] stetig ist, da I x I
die Vereinigung dieser endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist. Wir tun dies
flir festes [ per Induktion tiber k. Zur Abklirzung setzen wir B := [%, l‘#]
und I, == [&, B,

Sei also 0 < k < N und F fiir alle k' < k auf B x I stetig. Dann ist
F zumindest auf B x {%} stetig. (Fir & = 0 folgt das aus der Stetigkeit
von f.) Sei U eine gleichmiBig iiberdeckte Menge, die F[B x I;] enthilt. Da
B x {%} wegzusammenhingend ist, folgt nun aus der Stetigkeit von F auf
dieser Menge, dass F [B X {% }] ganz in einer Wegkomponente V von p~![U]
liegt. Da ja die Einschrénkung von p einen Hom6omorphismus von V' auf U
ergibt, existiert eine stetige Abbildung G: B x I, — V mit po G = F|px,

und G|BX{%} = F|BX{%}. Fiir jedes r € B sind G|y« und F]{T}ka

Hochhebungen von F'|fy .7, mit G (r, %) =F (r, %) Aus der Eindeutigkeit
von Hochhebungen von Wegen bei vorgegebenem Anfangspunkt folgt, dass
F auf B x I, mit G iibereinstimmt und daher dort stetig ist. O

9.7 Korollar. Sei p: X — Y eine Uberlagerung, v,w: I — Y stetig. Ist
v~wrel {0,1} und sind v,w: I — X stetige Hochhebungen mit gleichem
Anfangspunkt, also v =pov, w = pow, v(0) = w(0), so ist v ~w rel {0,1},
also insbesondere (1) = w(1).

Beweis. Sei F eine Homotopie relativ zu {0,1} zwischen v und w. Dann
existiert nach dem eben gezeigten eine stetige Abbildung F: [ x I — X
mit F(s,0) = @(s) fiir alle s € I. Da F(0, ) eine stetige Hochhebung des
konstanten Weges F(0, o) ist, konstante Wege aber sicher eine konstante
Hochhebung besitzen, folgt aus der Eindeutigkeit der Hochhebung eines
Weges bei gegebenem Anfangspunkt, dass F(0,t) = 9(0) fiir alle ¢ € I und
ebenso F(1,t) = #(1). Nun sind F'(e,1) und @ beides stetige Hochhebungen
von F(e,1) = w und F(0,1) = 9(1) = (1), also F(s,1) = (s) fiir alle
s € I. Wir haben gezeigt, dass F eine Homotopie zwischen ¢ und o relativ
zu {0, 1} ist. O

9.8 Korollar. Die Abbildung ® ist injektiv.

Beweis. Seien k,l € Z, ®(k) = ®(l), also [ug] = [w]. vi und v; sind Hoch-
hebungen von wuj, beziehungsweise u; und v;(0) = 0 = v;(0). Aus [ug] = [u]
folgt nun k = vg(1) = vy(1) = 1. O

9.9 Korollar. S! ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Zusammenziehbare Raume haben triviale Fundamentalgruppen,
aber 71(S', (1,0)) ist nicht trivial. O
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9.10 Proposition. Die Abbildung ®: (Z,+) — m1 (S, (1,0)) ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass ® eine Bijektion ist, miissen also
nur noch zeigen, dass ® ein Homomorphismus ist. Seien k,[ € Z. vj, ist eine
Hochhebung von uj, mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k. Nun ist

w: I —R
s—k+ls

eine Hochhebung von u; mit Anfangspunkt k& und Endpunkt k+7. Wir kénnen
also vy *w bilden, und da R konvex und dies ein Weg mit Anfangspunkt 0 und
Endpunkt k41 ist, gilt vg*w =~ vy rel {0, 1}. Es folgt ®(k)P(1) = [ug|[w] =
fugx ] = [(pou) + (pow)] = [po(v+w)] = [povesr] = [uxsd] = O(k+1). O

Dies erméglicht nun schon einige Anwendungen.

Der Brouwersche Fixpunktsatz

Bisher haben wir nur die Fundamentalgruppen des Punktes und der Kreislinie
und damit auch aller Raume, die zu einem dieser homotopiedquivalent sind,
berechnet. Das gentigt aber schon fiir die folgende Proposition.

9.11 Proposition. Es gibt keine stetige Retraktion von der Kreisscheibe auf
die Kreislinie, das heifit keine stetige Abbildung r: D? — S' mit r|g1 = idg1.

Beweis (erste Fassung). Der Raum D? ist zusammenziehbar. In einer Auf-
gabe haben wir gesehen, dass Retrakte zusammenziehbarer Raume zusam-
menziehbar sind, nach [Korollar 9.9|ist aber S! nicht zusammenziehbar. [

Weil diese Methoden so wichtig sind, wollen wir es uns nicht nehmen
lassen, den Beweis ein zweites Mal zu formulieren, und zwar so, dass die
Fundamentalgruppen nicht versteckt werden.

Beweis (zweite Fassung). Sei p € S! ein Punkt, i: (SY,p) — (D?p) die
Inklusion, und r: (D?,p) — (S!,p) stetig. Wir nehmen an, dass 7 o i = id,
dass also das Diagramm von Raumen mit Basispunkt
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kommutiert. Wegen [Proposition 8.22| erhalten wir daraus das kommutative
Diagramm von Gruppen

m1(SY, p) —— w1 (D2, p)

. T#
ldm l

WI(Slvp)'

Da D? zusammenziehbar ist, ist 71 (D?, p) trivial. Damit ist auch die Komposi-
tion ry oiy =id; (s1p) trivial. Dies ist ein Widerspruch zu m(Stp) =z O

Dies ist auch fiir Abbildungen D"*! — S™ wahr. Der Fall m = 0 ist
gerade der Zwischenwertsatz, der Fall m > 1 liegt nicht im Bereich der
Methoden, die wir im Moment zur Verfiigung haben.

Als direkte Folgerung haben wir:

9.12 Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz in Dimension 2). Jede stetige Abbil-
dung f: D?> — D? hat einen Fixpunkt.

Beweis. Sei f: D? — D? stetig und fixpunktfrei. Wir zeigen, dass die Exi-
stenz einer stetigen Retraktion r: D? — S! folgt, was der vorhergehenden
Proposition widerspricht.

Die folgende Konstruktion ist an dieser Stelle die iibliche, da man dazu
eine gute Zeichnung anfertigen kann. Man tue dies und merke sich diese
Konstruktion. Sei z € D?. Da f(z) # x existiert ein eindeutig bestimmter
von f(z) ausgehender Strahl, der durch = geht. Man definiere r(x) als den
Schnittpunkt dieses Strahls mit S'. Offenbar ist fiir € S* dann 7(z) = 2.
Leider ist es etwas lastig, die Stetigkeit von r nachzurechnen.

Wir geben daher noch eine weitere Konstruktion an. Dazu definieren wir
zunachst

g: D? — D?
_ [ara), lall < 3,
a=lzls (1), loll = 3.

g ist stetig und auch fixpunktfrei: Fiir |z| < 3 folgt aus g(z) = =, dass
f(2z) = 2z, und fiir |z > 3 ist [|g(z)|| < 1. g hat aber die zusitzliche
Eigenschaft, dass g(x) = 0 fiir alle 2 € S'. Daher ist die stetige Abbildung
r: D* - st
At 1C))
lz = g(@)|

eine Retraktion. O

X
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Abbildungsgrad und der Hauptsatz der Algebra

Im folgenden identifizieren wir S! mit der Menge der komplexen Zahlen vom
Betrag 1.

9.13 Definition. Sei f: S' — S! eine stetige Abbildung. Wir definieren den
Grad von f, deg f € Z wie folgt. Sei

f:(81,1) = (s4,1),
z f(2)/f(1)

und ® der Isomorphismus aus [Proposition 9.10, Dann sei deg f die ganze
Zahl, die das Diagramm

m(Sh,p) — 22— mi (S, p)

ET(I) ’ETCI)
-d
7 ekl 7

kommutativ macht.

9.14 Bemerkung. Wir haben in der Definition benutzt, dass jeder Homo-
morphismus von Z nach Z die Multiplikation mit einer eindeutig bestimmten
ganzen Zahl ist.

9.15 Proposition. Sind f,g: S' — S' Abbildungen und f ~ g, so ist
deg f = degg.

Beweis. Sei H: S' x I — S! eine Homotopie von f nach g. Wir betrachten
H:S'xI—S8' H(zt):= H(z,t)/H(1,t). Dann ist H(z,0) = f(2)/f(1) =
f(2), H(z,1) = g(2)/g(1) = g(2), und H(1,t) = 1 fiir alle z € S, t € I. Also

ist f~g:(SY1) — (S',1) und damit fy = gy, also deg f = degg. O
9.16 Proposition. Fiir k € Z und a € S* C C ist der Grad der Abbildung
st — s!

2 azk

gleich k.

Beweis. Sei f die Abbildung f(z) = az*. Dann ist f(z) = f(2)/f(1) = 2*.
Sei I € Z. Der Weg u;, der in der Definition von ® vorkam, war gerade
durch w;(r) = exp(27i - Ir) gegeben, auch wenn wir es dort anders formuliert
haben. Dann ist f(u;(r)) = exp(2mi - Ir)¥ = exp(2mi - klr) = ug(r), also
F4 (@) = fy([w]) = [f o w] = [up] = ®(kl), also, da I beliebig war (I =1
héitte natiirlich gentigt), deg f = k. O
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9.17 Korollar (Hauptsatz der Algebra). Sei p(z) = >_}_,arz" ein kom-
plexes Polynom vom Grad n, also a, # 0. Hat p keine Nullstelle, so ist
n =0.

Beweis. Die Idee ist die folgende: Da p keine Nullstelle hat, ist fiir jede nicht-
negative reelle Zahl r die Abbildung

fr: St — st

p(rz)

“ T p(rz)]

definiert, die das Verhalten von p auf dem Kreis mit Radius r wiedergibt.
Nun ist fo(z) = “;—g‘zo, aber fiir 1 — oo geht die Abbildung f, gegen foo(z) =
@z”. Das zeigt, dass fy >~ fo und damit n = deg foo = deg fo = 0. Die

ache mit dem Grenziibergang muss man natiirlich genauer machen, und
das werden wir nun tun.

Zunachst definieren wir

F:S'xT—s!
(z,7) — fr(2).

F ist stetig und damit fy ~ f1. Weiter definieren wir fiir r € R

gr: St — st G:St'xT—st
> ro apr™kk
T TS mr =) o)

Fiir r > 0 ist der Nenner von g,(z) gleich 7"[p (£)| # 0. (Also, nach Kiirzen,
gr = fi/r, was die Verbindung zum einleitenden Absatz schafft.) Es ist

go(z) = % = |Z—:|zn Damit ist g, tatsachlich fir alle r € R definiert, und
da G stetig 1st, 1st go ~ ¢g1. Da aber gy = fi, folgt go ~ fo. Nun ist wie
angekiindigt fo(z) = I%I = |Z—2|ZO, go(z) = ‘Z—:‘z" und damit n = deg gy =
deg fo = 0. O

9.18 Bemerkung. Man kann diesen Beweis auch fiir reelle Polynome durch-
fithren. Man erhilt dann Abbildungen f,: S — S° und dass die Abbildung
SO — SO 2 — ‘Z—:‘x” homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Da ids,
nicht homotop zu einer konstanten Abbildung ist (Zwischenwertsatz!), folgt,
dass n gerade (also nicht unbedingt 0, aber kongruent 0 modulo 2) ist. Das
ist wohl in etwa die komplizierteste Art, zu zeigen, dass ein reelles Polynom
ungeraden Grades eine Nullstelle hat.
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Mehr Fundamentalgruppe

Weitere Eigenschaften der Fundamentalgruppe

Der Einfluss des Basispunktes

Da I (der Urbildraum von Wegen) und I x I (der Urbildraum von Homo-
topien von Wegen) wegzusammenhéngend sind, ,sieht‘ 71 (X, z9) nur die
Wegkomponente von X, in der zg liegt. Liegen allerdings xg und ;1 in der sel-
ben Wegkomponente, so werden wir nun sehen, dass 1 (X, xg) und m (X, 1)
isomorph sind.

10.1 Definition. Sei X ein Raum und p: I — X stetig, p(0) = zg, p(1) = 1.
Dann definieren wir

hy: m (X, z1) — m (X, zo)
] > [p w557,

Die Wohldefiniertheit folgt aus [Proposition 8.17| (und [Proposition 8.18|).

10.2 Proposition. Sei X ein Raum, p,p',q: I — X stetig, p(1) = ¢(0),
xo € X. Dann gilt:

(1) hy ist ein Homomorphismus.

(ii) Ist p ~p' rel {0,1}, so ist hy = hy.
(ii1) Es ist he,, = idy, (x 0
(iv) Es ist hpwq = hyp 0 hy.

(v) Istp eine Schleife bei xg undy := [p] € m1(X, o), so ist hy: m (X, xg) —

71 (X, x0) der innere Automorphismus hy(a) = yay™ .

Beweis. Das sind alles einfache Folgerungen aus [Proposition 8.18| U

10.3 Proposition. Sei X ein Raum, xg,z1 € X. Liegen xg,x1 in der selben
Wegkomponente von X, so ist m1(X,xg) = m1(X, 1), denn fir jeden stetigen
Weg p: I — X mit p(0) = xg, p(1) = x1 ist

hpt 7T1(X,.C61) — 7['1(X,:130)

95
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ein Isomorphismus. Sind p,q zwei solche Wege, so ist q x p~ eine Schleife
bei xo und mit o := [q*p~| € (X, o) ist

hqe(B) = ahp(ﬁ)ofl fir alle B € m1 (X, xo),

hyp und hy unterscheiden sich also um einen inneren Automorphismus von
m1(X, ).

Beweis. Ist p ein stetiger Weg von zg nach x1, so ist hpoh,~ = hp,— = h
idr, (x,20) und ebenso hy— o hy = idy (x z,)- Damit ist h, ein Isomorphismus.

Ist g ein weiterer stetiger Weg von xg nach x1, so ist hq = h
Pgip— © hp.

CZO -

TP T

Ist X wegzusammenhéngend und 71 (X, zo) abelsch, so héngt h, nicht
von p ab und wir kénnen 71 (X) als unabhéngig vom Basispunkt betrachten.
So ist es im Nachhinein auch nicht verwunderlich, dass wir bei der Diskus-
sion des Grades einer Abbildung S! — S! nicht verlangen mussten, dass
Abbildungen oder Homotopien (siehe auch [Proposition 10.8) den Basispunkt
erhalten. Im allgemeinen ist mehr Vorsicht nétig.

Homotopieaquivalenz

Homotopie von Abbildungen fiihrt uns zu einer Aquivalenzrelation auf Réu-
men, die schwacher als Homdomorphie ist. Eine Variante dieses Konzepts
fir punktierte Rdume ist uns bereits in [Proposition 8.23| begegnet.

10.4 Definition. Seien X, Y Raume. Eine Homotopiedquivalenz zwischen X
und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y, so dass eine stetige Abbildung
g: Y — X mit

go f~idx und fog~idy
existiert. In dieser Situation nennen wir g homotopieinvers zu f. Wir sagen,
X und Y seien homotopieaquivalent, und schreiben X ~ Y wenn zwischen
ihnen eine Homotopiedquivalenz existiert.

10.5 Proposition. Homotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien X, Y, Z Raume. idx: X — X zeigt X ~ X und damit
die Reflexivitdat. Symmetrie ergibt sich sofort aus der Definition. Seien nun
f: X =Y und ¢g: Y — Z Homotopiedquivalenzen mit Homotopieinversen
f/und ¢'. Dann ist

(flog)olgof)=1fo(dog)of~foidyof=fof=idy

und ebenso
(gof)o(fog) ~idy,

also go f: X — Z eine Homotopiedquivalenz. Das zeigt die Transitivitat. [
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10.6 Beispiel. Seii: S*~! — R"\{0} die Inklusionsabbildung. Wir haben in

Beispiel 8.3|eine Abbildung r: R™\{0} — S"~! angegeben, die homtopieinvers
zu i ist. Es ist also R™ \ {0} ~ S*~1.

FEine einfache Umformulierung ist:

10.7 Proposition. Sei X ein Raum. Dann ist X genau dann zusammen-
ziehbar, X homotopiedquivalent zu einem einpunktigen Raum ist. ]

Freie Homotopie und die Fundamentalgruppe

Wir werden nun untersuchen, was man iiber die von homotopen Abbildun-
gen induzierten Homomorphismen sagen kann, wenn die Homotopien den
Basispunkt bewegen diirfen.

10.8 Proposition. Seien X,Y Raume, xg € X, f,g: X — Y stetig und
f~g Ist H: X x I — Y eine Homotopie zwischen f und g, H(e,0) = f,
H(o,1) =g, und p: I —Y der Weg H(xg,) inY, yo := p(0), y1 := p(1),
so ist das Diagramm

g
7Tl()() ‘TO) 4#) 1 (Y7 yl)

k %hp

™ (Y7 y[))

kommutativ. Ist insbesondere eine der beiden Abbildungen fu, gu ein Iso-
morphismus, so auch die andere.

Beweis. Sei w eine Schleife bei xzg.
Wie im Beweis von [Proposition 8.25| betrachten wir die Wege ¢,5: I —
I x1,

(0,2t), 0<t<3,
i(t) := (,0), Jt) =19 (4t —2,1) L<t<3
(1,4—4t) 3<t<1,

wobei i ~ j rel {0,1}. Es ist

fow=Ho(wxidr)oi, px*x((gow)xp )= Ho (wxidy)oyj,
also

fy([w]) = [fow] = [p* (gow)xp~] = hp(lgow]) = (hy o gg)([w]),

wie behauptet. O

Wir konnen nun eine starkere Form von [Proposition 8.23| beweisen. Der
Spezialfall X = {x¢} ist [Proposition 8.25|
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10.9 Proposition. Seien X, Y Raume, f: X — Y eine Homotopiedquiva-
lenz. Dann ist fir xg € X die Abbildung

f: mi(X,20) — (Y, f(20))
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g: Y — X eine Homotopieinverse. Wir betrachten

m1(X, 50) 5 71 (Y, £(0)) 25 (X, 9(F(w0))) 2 71 (Y, F(g(F(20)))),

wobei die erste und dritte Abbildung natiirlich verschieden sind, obwohl sie
gleich bezeichnet sind. Da go f ~ idy und (idx): m1(X, o) — 71 (X, zo) ein
Isomorphismus, namlich die Identitéat, ist, ist nach der vorherigen Proposition
auch (go f)u: m(X,20) — m1(X, (g0 f)(x0)) ein Isomorphismus. Also ist
die Komposition der ersten beiden Abbildungen unseres Diagrammes ein
Isomorphismus. Ebenso folgt aus f o g ~ idy, dass die Komposition der
letzten beiden Abbildungen ein Isomorphismus ist. Damit ist die mittlere
Abbildung sowohl ein Epimorphismus als auch ein Monomorphismus, also
ein Isomorphismus. Daher miissen auch die anderen beiden Abbildungen
Isomorphismen sein, insbesondere die erste. O

Der Satz von Seifert und van Kampen

Ein erster Schritt

Wir wollen die Fundamentalgruppen von mehr Radumen bestimmen konnen.
Eine Methode dazu ist, den Raum in Teile zu zerlegen, deren Fundamental-
gruppen wir bereits kennen. Fin erster Schritt ist der folgende.

10.10 Proposition (Satz von Seifert und van Kampen, einfache Hélfte).
Sei X ein Raum und Uy, Uy C X offene Teilmengen, xqg € Uy N Uy und
i U, — X die Inklusionsabbildungen. Ist X = Uy U Uy und ist Uy N Uy
wegzusammenhdangend, so wird die Gruppe 71(X, xo) von den Elementen von
iO#[Trl(Uo,xo)] U i#[m(Ul,xg)] erzeugt.

Beweis. Sei v € m1(X, xg) reprasentiert durch den geschlossenen Weg w. Da
{Uo, Uy} eine offene Uberdeckung von X ist, liefert uns das Lebesgue-Lemma
ein N € N, so dass fiir alle k mit 0 < k < N ein ry mit w [[k/N, (k + 1)/N]] C
Uy, existiert. Es ist bereits w(0) = w(1) = zg, und wir zeigen nun, dass wir
es immer so einrichten kénnen, dass w(k/N) = x¢ fir alle £ mit 0 < k < N.
Dazu wihlen wir zu jedem k£ mit 0 < k < N einen Weg v, von w(k/N)
nach zg. Da Uy N U; wegzusammenhéngend ist, konnen wir es so einrichten,
dass vy in U, _, NU,, verlauft. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir
auBerdem vy = vy = ¢,. Nun ersetzen wir w durch einen Weg w’, indem
wir fiir 0 < k < N am Anfang des Stiicks w|j/n k41)/n) den Weg v, und
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am Ende den Weg vi41 einsetzen. Wir machen das an dieser Stelle exakt
und werden uns spater mit solchen verbalen Beschreibungen begniigen:

w:l — X
vy BN (s = %)), N <s < L
s w(n+3(s—550)), B <s <52
vt (BN (s = %537)), R <s <

Da wir an den Enden konstante Wege und an den Stellen k/N fiir 0 <
k < N die Wege vy * v, , die relativ zu {0,1} homotop zu konstanten
Wegen sind, eingefiigt haben, ist [w'] = [w] = v. Aufgrund der Wahl der
vy ist auch w' [[k/N, (k+1)/N]] C U,,. Da nun w'(k/N) = z¢ fir alle k,
représentiert w|j/n (41)/8) €in ax € T (Ur,), 0 < k < N. Damit ist v =
iy ()it (an) -+ i;N*I (an—1). O

10.11 Definition. Ein Raum X heifit einfach zusammenhdngend, wenn er
nicht-leer und wegzusammenhéngend ist und fiir ein g € X (und damit fiir
alle) die Fundamentalgruppe 71 (X, z¢) trivial ist.

10.12 Korollar. Seien X ein Raum und Uy, Uy C X offene, einfach zusam-
menhdngende Teilmengen, so dass X = Uy U Uy ist und Uy N Uy nicht-leer
und wegzusammenhdngend ist. Dann ist X einfach zusammenhdngend. [

10.13 Korollar. Firn > 2 ist S® einfach zusammenhdngend.

Beweis. Sei x € S™ der Nordpol und —x € S™ der Siudpol. Wir setzen
Uy :=S"\{z}, Uy :=S"\{—=z}. Es sind Up, U; = R", also zusammenziechbar
und damit einfach zusammenhéngend. Auflerdem ist Uy N U; wegzusammen-
hiangend (hier benutzen wir n > 1). Das vorherige Korollar liefert nun die
Behauptung. O

10.14 Korollar. S? 2 S! x S!.

Beweis. S? ist einfach zusammenhiingend. Wire S? ~ S' x S!, so miisste
nach [Proposition 10.9] auch S' x S! einfach zusammenhingend sein. Nach
IProposition 9.10/ und Aufgabe 59 ist aber 7 (S* x S!) 2 Z x Z. O

m1(S' v St), erster Teil

Betrachten wir nun das Beispiel des Raumes, der wie die Ziffer 8 aussieht.
Diesen erhélt man durch Verheften von zwei Kreisen an einem Punkt.

10.15 Definition. Seien (Xo, zo), (X1, 71) Riume mit Basispunkt, j°: Xo —
Xo+X; und j': X7 — Xo+X; die kanonischen Inklusionen. Dann definieren
wir einen Raum

XoV X1 = (Xo+ X1)/ {%0), 5" (x1)} -
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Ist ¢: Xo+ X1 — (Xo+ X4)/ {jo(;vo),jl(xl)} die Quotientenabbildung, so
definieren wir auflerdem die Einbettungen i := g o j°, i' := g o jl. Als
Basispunkt von Xy V X7 withlen wir den Punkt i%(z¢) = i!(x1).

Wir betrachten S' v S! und die Einbettungen i%,i!: S' — S! v S'. Da
die Bilder der Einbettungen nicht offen sind, kénnen wir [Proposition 10.10]
nicht direkt anwenden. Es gibt fiir & € {0, 1} aber eine offene Menge Uy, C
St v S mit imi* C Uy so dass die Inklusionsabbildung imi* — U} eine
Homotopiedquivalenz ist. Beispielsweise kann man als U das Komplement
eines Punktes, der nicht in im ¥ liegt, wihlen. Man hat also ein kommutatives

Diagramm
UO (i Sl

%

-1
U —L—-stlyst

mit den Inklusionabbildungen j*: U, — S! v S!. Dies liefert, da alle Abbil-
dungen Basispunkte erhalten, ein kommutatives Diagramm

m1(Uy, m9) ¢——— m1(S1, 1)

0
]#J/ /
1 7»#

J
7T1(U1,£L‘0) 4#)7“(81 V Sl,xo)

1 7

7'('1(81, ].)

Nach [Proposition 10.10| angewandt auf j° und j! ist also m1(S! v S') von
im io# U imiqlé’E erzeugt. Ist nun g ein Erzeuger von 71 (S!), so ist 71 (S! v St)
von « := z'%(g) und 3 := z#(g) erzeugt.

Damit haben wir selbstverstindlich 71(S! v S!) noch nicht vollstéindig

bestimmt. Wir konnen sehen, dass z];; injektiv ist, denn bilden wir das Bild

von i'~* auf den Basispunkt ab, so gibt es Abbildungen
st 2, slyst - st

deren Komposition die Identitéat ist, also ist auch die Komposition

Zk
m(SY) 2 1 (St v S — m (S,

gleich der Identitét, und die erste Abbildung muss injektiv sein. Da 7y (S!) &
Z ist also o # e, (" # e fiir r # 0.
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Was wir noch nicht wissen, ist, wann Produkte, die o und ( enthalten
das neutrale Element ergeben. Ist beispielsweise m1(S! V S!) kommutativ,
also afa~1B7! = e? Allgemeiner: Gibt es Relationen zwischen a und (3?
Um diese Frage préziser stellen zu kénnen, betrachten wir zunachst einige
algebraische Konstrukte.

Freie Produkte

10.16 Definition und Proposition. Seien J eine Menge und Gj, j € J
Gruppen. Dann existiert eine Gruppe [ | jed G; zusammen mit Gruppenho-
momorhismen ij: G; — Hje ; G}, so dass jedes Element aus Hje ;G eine
eindeutige Darstellung der Form

ij,(91)i5(92) -+ -5, (9s)
mit s € Nund j; € J, gr € Gy, gk # €, ji # Jr+1 flr alle k& (10.1)

hat, wobei wir den Fall s = 0 als Darstellung des neutralen Elements auffassen.
Die Gruppe [[;c; G; heiit das freie Produkt (auch Koprodukt) der G;. Fiir
Hje{o o} G schreiben wir auch G * G1 * - - - * Gyy.

Beweisskizze. Wir betrachten endliche Folgen von Paaren (j,g) mit j € J
und g € G; in der Absicht, dass die Folge (ji,91) - -+ (Js, gs) spater das Ele-
ment i, (g1) - - - 45, (gs) darstellen soll. Eine solche Folge nennen wir ein Wort.
Fir Worter dieser Art fiihren wir zwei Arten von Reduktionsschritten ein, die
die Lange des Wortes um 1 verkiirzen. Die erste Art ist das Weglassen eines
Vorkommens von (j,e) (wobei e € G; das neutrale Element bezeichne), die
zweite das Ersetzen von (4, ¢)(j,¢’) durch (4, gg’). Worte, die keinen Reduk-
tionsschritt zulassen, sind die, die Bedingungen wie in erfiillen. Eine
Folge von Reduktionsschritten nennen wir maximal, wenn sie in einem Wort
endet, das keinen weiteren Reduktionsschritt zulasst. Offensichtlich gibt es zu
jedem Wort eine in ihm startende maximale Folge von Reduktionsschritten.

Das wesentliche technische Lemma, das sich durch Induktion beweisen
lasst, ist nun, dass zu einem gegebenen Wort jede in ihm startende maximale
Folge von Reduktionsschritten in der selben Folge endet. Das Wort, in der sie
endet, konnen wir daher die Reduktion des Wortes, in der sie startet, nennen.
Wir nennen nun zwei Worte dquivalent, wenn sie die gleiche Reduktion haben.
Auf der Menge der Aquivalenzklassen definieren wir eine Multiplikation
durch Hintereinanderschreiben von Reprasentanten. Es ist nun leicht zu
sehen, dass diese Multiplikation wohldefiniert ist und eine Gruppe mit der
Klasse des leeren Worts als neutralem Element definiert. Zusammen mit den
durch i;(g) := [(J,g)] definierten Abbildungen i; erfiillt diese Gruppe die
Bedingung an ein freies Produkt. O

10.17 Proposition (Universelle Eigenschaft des freien Produkts). Seien
J eine Menge und Gj, j € J Gruppen. Es seien H eine weitere Gruppe
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und hj: G; — H Gruppenhomomorphismen. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung h: [1;c; Gj — H mit h; = hoij fir alle j € J.

Beweisskizze. Die Abbildung h muss

h(iji(91)ig,(92) - - - 15.(9s)) = hyy (91) Py (g2) - - - hji (9s)

erfiillen, dies zeigt bereits die Eindeutigkeit. Ebenso ist eine diese Gleichung
(fir linke Seiten, die nicht die Bedingungen aus erfilllen miissen)
erfiillende Abbildung offenbar eine Homomorphismus. Es gentigt daher, zu
zeigen, dass eine durch diese Gleichung definierte Abbildung wohldefiniert
ist. Da jeder Ausdruck wie im Argument der linken Seite der Gleichung sich
durch mehrere Schritte, die aus dem Ersetzen von einem 4;(g)i;(¢’) durch
i;(gg’) oder dem Weglassen eines i;(e) bestehen, sich auf eine eindeutige
Darstellung wie in @ bringen lédsst, folgt dies aus h(g)h;(g') = hj(gg’)
und hj(e) = e, angewandt auf die rechte Seite der Gleichung. O

Aus der universellen Eigenschaft des freien Produkts folgt also die Existenz
eines Gruppenhomomorphismus h: Z * Z = 71 (S') * w1 (S!) — (St v SY),
der das Diagramm

7T1(Sl, 1)

y

m(SY, 1) —2 my (SY, 1) % 1 (ST, 1)

T (Sl v ST, x0)

(das zu viele is enthélt) kommutativ macht. Aus [Proposition 10.10| und
obiger Diskussion folgt, dass diese Abbildung surjektiv ist. Mit der Notation
aus dieser Diskussion ist o = i%é(g) = h(ip(g)) und B = z;&(g) = h(i1(g)).
Unsere Frage nach Relationen zwischen o und g lédsst sich nun wie folgt
exakt formulieren: Was ist der Kern des Homomorphismus h? Wir werden
in sehen, dass der Kern in diesem Fall trivial ist, es also
keine Relation zwischen a und § gibt. Wir werden also sehen, dass h ein
Isomorphismus 7 (S' vV S!) 2 Z % Z ist.

Push-Out-Diagramme

Wir haben gesehen, dass wir in der Situation von [Proposition 10.10|einen
Epimorphismus h: 71 (U, o) * m1(U1,z9) — m1(X,x0) erhalten. Kénnen
wir erwarten, dass er immer ein Isomorphismus ist? Sicher nicht, wie man
an dem Beispiel Uy = U; = X sieht. Allgemeiner bemerken wir, dass das
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kommutative Diagramm von R&umen und Inklusionsabbildungen

-0

(Uo N Uy, 1’0) ]4> (U(), xo)

T

%

(Ul,x()) e (X, xo)

ein kommutatives Diagramm

jO
7T1(U0 M Ul,xo) i>7T1(U0,I0)

’il

m1(Ur, x0) . m1(X, zp).

von Gruppen und Homomorphismen liefert. Dies fiihrt zu folgendem.
10.18 Lemma. FEs sei

Hy

l AN
. .
10 \

.
; h
H S Hyw Hy \°

K

ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphismen, wobei
19 und i1 die kanonischen Inklusionen bezeichnen. Auflerdem seien eine
Gruppe G und Homomorphismen gi: G — Hj gegeben. Dann kommutiert
das Diagramm

a2 o, (10.2)
gll Jho
h1
H — K

genau dann, wenn

{io(go(@))i1(g1(a))) ' a € G} C kerh.

Beweis. Sei o € G. Dann ist (hy o gx)(a) = h(ig(gx(a))) fir k € {0,1}, also
ist (hoogo)(a) = (h10g1)(a) genau dann, wenn h(ig(go(e))) = h(i1(g1())),
wenn also ig(go(a))i1(g1(a))) ™" € ker h. O

Unter allen kommutativen Diagrammen ([10.2)) mit vorgegebenen gy und
g1 sind daher die ausgezeichnet, bei denen die sich ergebende Abbildung h
surjektiv und mit minimalen Kern ist.
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10.19 Definition. Es sei

¢ —2- Hy

J{gl J]ho
h1

H — K

ein Diagramm von Gruppen und Homomorphismen. Dieses Diagramm heif3t
ein Push-Out-Diagramm, wenn die durch die Kommutativitat des Diagramms

Hy

iol \\\
i1 \\ ho
H; 4)H0 * Hy

N\

K

definierte Abbildung A surjektiv ist und ihr Kern der kleinste Normalteiler
von Hy * H; ist, der die Menge

{io(go(a))il(gl(a)))‘l: o= G}
enthalt.

10.20 Bemerkung. Insbesondere ist ein Push-Out-Diagramm also kommu-
tativ. AuBerdem ist K durch die anderen Daten bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt, denn h induziert einen Isomorphismus (Hy * Hy)/N = K, wobei
N der kleinste Normalteiler ist, der {io(go(c))i1(g1(c)))™': @ € G} enthilt.

Die Formulierung des Satzes

10.21 Satz (Seifert und van Kampen). Sei X ein Raum und Uy, U; C
X offene Teilmengen, xo € Uy NUy. Ist X = Uy U Uy und ist Uy N Uy
wegzusammenhangend, so ist das Diagramm

jO
7T1(U0 N Ul,a?()) i> 7T1(U0,$0)

Z'l

71'1(U1,5130) —#>7T1(X,1'0)

ein Push-Out Diagramm. Hierbei seien i, i, j°, j1 die Inklusionsabbildungen
zwischen den verschiedenen Raumen.

Den Beweis des Satzes schieben wir noch auf, wir weisen aber schon
darauf hin, dass die Surjektivitdt der Abbildung A in der Definition des
Push-Outs direkt aus |[Proposition 10.10| folgt und der Kern von A aufgrund
der Kommutativitat des Diagramms den geforderten Normalteiler enthélt.
Es wird also noch zu zeigen sein, dass er nicht mehr enthalt.
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10.22 Korollar. Sei X ein Raum und Uy, Uy C X offene Teilmengen,
xg € UgNUy. Ist X = Uy U Uy und ist Uy N Uy einfach zusammenhdngend,
so ist die Abbildung h in dem kommutativen Diagramm

71(Uo, 20)

|

T (U, 20) —— 711 (Uo, o) * w1 (Ut o)

h

o

il
# Wl(Xa :EO)

ein Isomorphismus. Hierbei seien i°, i' Inklusionsabbildungen von Rdumen
und ig, i1 die kanonischen Abbildungen aus der Definition des freien Produkts.

Beweis. In diesem Fall ist {io(j%(a))il(j#(a))_lz aem(Upn Ul,xo)} =
{e}. O

10.23 Beispiel. In unserem Beispiel der Teilmengen Uy, U; C S' v St ist
Up N Uy zusammenziehbar, also insbesondere einfach zusammenhéngend. Der
bereits frither betrachte Homomorphismus Z * Z — 71(S' v S!) ist also ein
Isomorphismus.
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Anwendungen und Beweis des
Satzes von Seifert und van Kampen

Die Fundamentalgruppen der Torusknoten

Unter einem Knoten versteht man eine in den dreidimensionalen Raum
eingebettete Kreislinie. Aus technischen Griinden ziehen wir es vor, mit der
Ein-Punkt-Kompaktifizierung von R? zu arbeiten. Wir definieren also einen
Knoten K als einen Unterraum K C S mit K ~ S'.

Wir wollen zwei Knoten Ko, K1 C S? dquivalent nennen, wenn es einen
Homgomorphismus h: S? — S mit h[Ko] = K; gibt. Von dem Homdomor-
phismus h kénnten wir weiterhin fordern, dass er orientierungserhaltend ist,
was in diesem Fall bedeutet, dass h Nid - Das, und andere Details, wird fiir
uns aber nicht von Interesse sein.

Auch wenn das der Anschauung widersprache, ist es nicht ganz einfach,
auszuschliefen, dass alle Knoten dquivalent sind. Unser Ziel wird es sein, von
zwei speziellen Knoten, ndmlich dem Unknoten und der Kleeblattschlinge,
zu zeigen, dass sie nicht aquivalent sind. Dazu werden wir ihre Komplemente
betrachten. Sind Ky und K; dquivalent, so ist S \ Ko ~ S* \ K;. Wir
werden von den Komplementen der genannten Knoten zeigen, dass ihre
Fundamentalgruppen nicht isomorph sind, damit konnen die Komplemente
auch nicht homéomorph sein.

Wir erinnern uns aus Aufgabe 3 und Aufgabe 53 daran, dass wir die
3-Sphére erhalten kénnen, indem wir zwei Volltori geeignet an ihren Réan-
dern verheften. Es gibt Teilmengen X,Y C S? mit X UY = S? und ein
kommutatives Diagramm

Inkl,
Sl —— St x D?

Inkl \ \
>< 1

S XNY —X

) Inkl.

Y.

106
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Nehmen wir nun an, wir hétten einen Knoten, der auf diesem so eingebetteten
Torus liegt, K € X NY C S3. Wir wiirden gerne den Satz von Seifert und
van Kampen mit der Zerlegung S* \ K = (X \ K) U (Y \ K) anwenden, was
wir aber nicht direkt kénnen, da dies keine Zerlegung in offene Teilmengen
ist. Wir wahlen daher wieder offene Umgebungen dieser Mengen,

UX::(X\K)UZ'Y[{(( Nz,y): (x,y) € (Slel)\f(0<)\<6}]

Uy =Y\ K)Ui* [{(z,(L=Ny): (z,y) € (S' x SH\ K, 0< < e}],
fiir 0 < e <1 und mit K = (+%)"'[K] c S* x S'.

Die Homotopie
Ux xI —=Ux
(i (p), 1) = i* (p)
(1= Na,y), 1) = (1= M)z, y)

zeigt, dass die Inklusionsabbildung X \ K — Ux eine Homotopiedquivalenz
ist. Ebenso ist Y\ K — Uy eine Homotopiedquivalenz, und &hnlich ergibt
sich, dass die Inklusion X N Y \ K — Ux N Uy eine Homotopiedquivalenz
ist. Fiir 79 € (S! x S!)\ K und z; = i¥(xg) erhalten wir daher folgendes
kommutatives Diagramm.

7 ((St x S\ K, 20) —— m1((S* x D)\ K, x¢)

Sl\ Ean

Ux NUy,z1) — m1(Ux, 1)

T |

7T1(Uy,1‘1) 4)7}'1(83 \ K,:L‘l).

m((D? x

Wir nehmen nun weiterhin an, dass (S! x §') \ K und damit Ux N Uy
wegzusammenhéngend ist. Dann ist nach dem Satz von Seifert und van
Kampen das rechte untere Viereck ein Push-Out-Diagramm und daher auch
das Diagramm bestehend aus den drei Gruppen links oben und 7 (S*\ K, x1).

Nun kénnen wir aber ohne weitere Informationen schon 7 ((S' x D?)\
K,z0) und 71((D? x S') \ K, z9) bestimmen. Die Homotopie

((S' x D)\ K) x I — (S' x D)\ K
((z,y),t) — (z,ty)

zeigt, dass die Projektion (S' x D?)\ K — S', (z,y) — z eine Homotopie-
dquivalenz mit Homotopieinverser = — (z,0) ist. Da das Diagramm

Sl

/ :}1

(S'xSH\K ——=S'x D*\ K
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kommutiert und auch das entsprechende Diagramm mit D? x S haben wir
schlieBlich ein Push-Out-Diagramm

(8! x S\ K, 20) 225 1 (S, py (20))

Jove |

ﬂl(Sl,pg(xo)) EE— 7T1(S3 \ K,LL’l).

Die nicht bezeichneten Pfeile konnen mit Hilfe von [Proposition 10.8| beschrie-
ben werden.

Damit kénnen wir nun tatsédchlich die Fundamentalgruppen der Kom-
plemente einiger Knoten berechnen. Seien m,n > 1 teilerfremde natiirliche
Zahlen. Es sei I_(mm C S' x S! das Bild der Einbettung

St - s x St
z— (2™ 2")
und Ky, ,, = iX [I_{mm]
Der Knoten K 1 ist der triviale Knoten, es ist S3 \ K1~ St und daher
71(S? \ K11) & Z. Die Fundamentalgruppe werden wir gleich noch auf
anderem Wege erhalten.

Den Knoten K53 nennen wir die Kleeblattschlinge.
Es ist S \ K S!, eine Homotopiedquivalenz ist die Einbettung

Jmm: St — (S x Y\ Ko,

z — (exp(mi/n)z"™, z").

Da deg(p19jm,n) = m, deg(p20jm,n) = n, haben wir ein Push-Out-Diagramm

Z

4>7T1(S3\K , )

‘m

_—

N N

Nach unserer Definition eines Push-Out-Diagramms heifit das, dass es, wenn
wir a, 8 € Z*Z, a = ig(1), § = i1(1) setzen, einen Epimorphismus h: Z+Z —
71(S? \ Km.n) gibt, dessen Kern der kleinste Normalteiler ist, der a™3~"
enthélt. Wir sagen auch: m1(S? \ K, ) ist durch die Erzeuger o und 3 (hier
genauer: h(a) und h(3)) und die Relation o™ 37" (zu lesen als: h(a™(F™") =€
bzw. h(a)™ = h(B)"™ oder weniger genau ,in 7(S3\ Ky, ) ist o™ = §7%)
gegeben. Dies nennen wir eine Prisentation der Gruppe 1 (S? \ Ko n)-
Schauen wir nun, wie wir aus dieser Priisentation der Gruppe m1(S*\ Ky )
mehr tiber sie erfahren. Beginnen wir mit dem Fall m = 1. Hier haben wir
h(a) = h(B)", das heifit m (S \ K1) ist bereits von h(3) erzeugt. Da keine
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weiteren Relationen gelten, muss 71 (S? \ K 1,n) = Z gelten. Formulieren wir
dieses Argument mit unseren Definitionen exakt: Aufgrund der universellen
Eigenschaft des freien Produkts gibt es einen Homomorphismus h: Z*Z — Z
mit h(3) = 1, h(a) = n. Dieser macht das Diagramm

a—n

—1
zs7—""1 g

h
x glth(ﬁ)k

7T1(S3 \ Kl,n)

kommutativ, denn es ist ja h(a) = h(5)". Der Homomorphismus g ist
surjektiv, da h surjektiv ist. Der Kern von h ist der kleinste Normalteiler,
der a8~ enthalt. Nun ist aber h(a8™") =n—n = 0, also &3~" € ker h und
damit ker h C ker k. Daher ist g injektiv, also ein Isomorphismus.

Wenden wir uns nun der Kleeblattschlinge K33 zu. In diesem Fall lasst
sich die Gruppe nicht mehr einfacher als durch unsere Présentation, die wir
auch

T (S*\ Ka3) = (o, Bla*377)

schreiben, darstellen. Wir wollen nun zeigen, dass diese Gruppe nicht abelsch
ist. Dafiir betrachten wir S(3), die symmetrische Gruppe auf 3 Elementen und
in ihr die Elemente (in Zykelschreibweise) 7 = (12), o = (123). Es ist 72 =
e =03 und 7o # o7. Dies bedeutet, dass die Relation a3a~'3~! nicht aus
der Relation o233 folgt. Anders: Ist h: Z % Z — S(3) der Homomorphismus
71(04) =T, B(ﬂ) = 0, so ist o233 € ker h, aber afa~1371 ¢ ker h, also ist
aBa~1 37! nicht in dem kleinsten Normalteiler enthalten, der o373 enthilt.
Da nun afa~!871 nicht in dem Kern der Abbildung Z x Z — m1(S? \ Ka3)
enthalten ist, ist 71(S® \ K2,3) nicht abelsch.

Wir haben also gezeigt, dass 71 (S \ Ka3) % 71(S*\ K11) und daher die
Kleeblattschlinge nicht dquivalent zum trivialen Knoten ist.

Der Effekt des Anheftens von Zellen auf die Fundamental-
gruppe
Das Anheften einer Zelle

Sei X ein Raum, n € N\ {0} und f: S*"! — X eine stetige Abbildung. Dann
konnen wir den Raum

Y::XUfDn

betrachten. Wir sagen in dieser Situation, Y gehe aus X durch Ankleben
einer n-Zelle hervor. Wir wollen nun mit Hilfe des Satzes von Seifert und
van Kampen untersuchen, wie sich die Fundamentalgruppe von Y aus der
von X ergibt.
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Mit der Notation aus haben wir eine Einbettung j: X — Y und die
charakteristische Abbildung x: D" — Y. Wir bemerken:

11.1 Proposition. x|pn\gn-1 ist eine offene Einbettung. Ist A C D™\ Sn—t
und A abgeschlossen in D™, so ist x[A] abgeschlossen.

Beweis. Y tragt die Finaltopologie beziiglich 7 und y. Nach Konstruktion
von Y ist auBerdem x|pn\gn-1 injektiv. Ist nun O C D"\ Sn—1, so ist
i1 x[0]] = @ und x~![x[O]] = O. Ist also O offen, so auch x[O]. Das zeigt,
dass x|pn\gn-1 eine offene Einbettung ist.

Ist AC D"\ S" ! soist 7Y\ x[4]] = X und x L[V \ x[4]] = D"\ A.
Ist also A in D™ abgeschlossen, so ist auch x[A] abgeschlossen. O

Um den Satz von Seifert und van Kampen anwenden zu konnen, setzen
wir nun

Uo :=Y \ {x(0)},

Uy := x[D™\ S"71].
Wir kénnen Uy mit XUy (D™\{0}) identifizieren. Wenn wir annehmen, dass X
wegzusammenhéngend ist, erfiilllen Uy und U; fiir n > 2 die Voraussetzungen
des Satzes von Seifert und van Kampen. Das einzige, das hierbei vielleicht

nicht sofort ersichtlich ist, ist, dass Uy wegzusammenhangend ist. Das folgt
aber daraus, dass Uy ~ X:

11.2 Proposition. Sein > 1 und r: Uy — X die Abbildung, die durch die
Kommutativitat von

sn—1 _Inkl. . Hn \ {\0}

N
R
j Nz f /||l

X——U \
LAY

X

gegeben ist (siehe |Proposition 7.25). Dann ist r o j = idx und jor ~
idy,, wobei die Homotopie H: Uy x I — Uy durch H(e,t) = hy und die
Kommutativitdt von

st M pr\ oy

P

X —>—Up DA\ {0}

XﬁUg

gegeben ist.
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Beweis. Das einzige Problem ist die Stetigkeit von H. Es bezeichne ¢: X +
(D™ \ {0}) — Up die Quotientenabbildung. Wir betrachten das Diagramm

X x I+ (D"\ {0}) x I)

J% H

(X + (D" \{0})) x I

J{qudI
H

Up x [ ——— ).

Die Abbildung links oben sei die offensichtliche; dass sie ein Hom6omorphis-
mus ist, rechne man zur Ubung nach. H sei durch die Kommutativitét des
Diagramms gegeben und ist stetig, denn die Restriktion auf X x [ ist die
Projektion auf X gefolgt von j, und die Restriktion auf (D™ \ {0}) x I ist
die Komposition

(z,t)— (tJrﬁ)x

(D" \{0}) x I ———5 (D" \ {0}) x | ————T.
Die Stetigkeit von H folgt also daraus, dass ¢ x id; nach eine
Quotientenabbildung ist. O

Der Effekt auf die Fundamentalgruppe

Wir nehmen nun an, dass n > 2, so dass Up N Uy ~ D™\ S" 1\ {0} ~
S"1 wegzusammenhingend ist. Da U; ~ D" \ S"~! zusammenziehbar,
also insbesondere einfach zusammenhéngend, ist, haben wir es mit einem
einfacheren Spezialfall des Satzes von Seifert und van Kampen zu tun, denn
das Push-Out-Diagramm ist von der folgenden Form.

11.3 Lemma. Fin Diagramm
G——H
[
{e} — K

ist genau dann ein Push-QOut-Diagramm, wenn h surjektiv ist und der Kern
von h der kleinste Normalteiler ist, der das Bild von g enthdlt.

Beweis. Wir haben den Homomorphismus b’ zu betrachten, der
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kommutativ macht, sowie den kleinsten Normalteiler N von H * {e}, der
N D {ip(g(a)): @ € G} =im(ip o g) enthélt. Das Diagramm ist genau dann
ein Push-Out-Diagramm, wenn ker A’ = N. Die Behauptung folgt nun daraus,
dass 79 ein Isomorphismus ist. O

In unserem Fall ist also in der Sequenz von von Inklusionen induzierten
Homomorphismen

7T1(U0 N Ul) — 7T1(U0) — 7T1(Y)

der zweite Homomorphismus surjektiv und sein Kern der kleinste Normal-
teiler, der das Bild des ersten enthélt. Wir kénnen auch die ersten beiden
Gruppen identifizieren: Es ist Uy N Uy ~ D™\ (S""1 U {0}) ~ S"~! und wie
bereits gezeigt Uy ~ X, also 71 (Up N Up) = m1 (S 1) und 1 (Up) = m(X).
Um daraus wirklich 7 (Y") bestimmen zu koénnen, miissen wir aber auch die
Homomorphismen besser beschreiben.

Dazu legen wir zundchst Basispunkte fest. Wir schreiben 1 = (1,0, ...,0)
fiir den Basispunkt von S"~! und setzen zq := f(1) € X, yo := j(z0) € Y.
AuBerdem wahlen wir ein y), € Uy N Uy mit r(yo) = xo, wobei wir hier die
Bezeichnungen aus [Proposition 11.2] beibehalten. Auflerdem definieren wir
eine Abbildung 7': Uy N Uy — S™~! durch Kommutativitit von

)

\ (Sn Ly {0}) Uy NUy
x)_)”x\tw /
S
r’ ist eine Homotopiedquivalenz und r|y,ny, = f o 7. AuBlerdem haben

wir berelts festgestellt, dass H eine Homotopie zwischen der Komposition

Up = X 2, ¥ und der Inklusion Uy — Y ist. Wie in |Pr0p081t10n 10.8|sei p
der Weg, den y|, wihrend dieser Homotopie durchlauft; das ist der ,direkte’
Weg von yo nach y(. All dies liefert uns ein kommutatives Diagramm

; A
m (S, 1) —— w1 (X, x0) R an

NTT%& N}”# NThP

7Tl(U'O N U17 yé) — 7T1(U07 y6) — T (Y7 y6)7

wobei alle nicht beschrifteten Pfeile von Inklusionen induzierte Abbildungen
bezeichnen. Aus dem bereits oben iiber die untere Reihe gezeigten, der
Kommutativitdt des Diagramms und der Tatsache, dass die vertikalen Pfeile
Isomorphismen bezeichnen, erhalten wir nun:

11.4 Proposition. Sei X ein Raum, n > 2, f: (S*"1 1) — (X, ) eine
stetige Abbildung, Y := X Uy D" und j: (X,x0) — (Y,yo) die kanonische
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FEinbettung. Dann ist ju ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste Nor-
malteiler ist, der das Bild von fu enthdlt. O

Wir benutzen nun noch, dass wir 71(S*~!) kennen.

11.5 Proposition. Sei X ein Raum, n > 3, f: (S""1,1) — (X,zq) eine
stetige Abbildung, Y := X Uy D" und j: (X,z0) — (Y,yo) die kanonische
FEinbettung. Dann ist ju ein Isomorphismus. O

11.6 Proposition. Sei X ein Raum, f: (S',1) — (X, z0) eine stetige Ab-
bildung, Y := X Uy D? und j: (X, z0) — (Y,yo) die kanonische Einbettung.
Ist e € T (SY, 1) 2 Z ein Erzeuger, dann ist Ju ein Epimorphismus, dessen
Kern der kleinste Normalteiler ist, der fu(e) enthdlt. O

11.7 Bemerkung. Ist h: I/{0,1} — S! ein Homdomorphismus mit
h([{0,1}]) = 1 und ¢: I — I/{0,1} die Quotientenabbildung, so ist
e := [h o q] ein Erzeuger von 7 (S, 1). Ist nun (X, o) ein Raum mit Basis-
punkt und « € 71 (X, 20), @ = [w], so definiert, da w(0) = w(1), fohog=w
eine Abbildung f: (S',1) — (X, z0), und es ist fx(e) = a. Durch Ankleben
einer 2-Zelle an X mit Hilfe von f (also entlang w) kann man also das
Element « gezielt ,abschieflen‘.

Projektive Raume

In Aufagbe 52 haben wir gesehen, dass man die reell-projektiven Raume
RP™ durch sukzessives Ankleben von Zellen aus dem einpunktigen Raum
erhalten kann. Wir wollen nun sehen, wie man daraus mit Hilfe des eben
gezeigten die Fundamentalgruppen dieser Radume bestimmen kann.

Sei p,,: S* — RP" die Projektion, die sich aus der Definition von RP"
als Quotient von S™, bei dem gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden,
ergibt. In Aufgabe 52 wurde gezeigt, dass RP" ~ RP"! Up,_, D". Wir
bemerken an dieser Stelle, dass man diesen Homdéomorphismus so erhélt,

dass
Inklusion

Sn—l Sn

lpnl J/pn
sn—1

RP7-1 —— RP"'U, , D"~ RP"

kommutiert, wobei j7~! die kanonische Inklusion bezeichne. Wir nehmen an,
dass die Hom6omorphismen so gewahlt sind und bestimmen Basispunkte
xn € RP™ durch 11 = j"(zp).

Es ist RPY ein einpunktiger Raum, also w1 (RPY, 79) = {e}. Es ist RP! ~
St, also 71 (RP!, z1) = Z. Einen Homdomorphismus zwischen RP! und S*
kann man zum Beispiel so beschreiben: Die stetige Abbildung sqr: St — St,
sqr(z) := 22, ist surjektiv, also eine Quotientenabbildung, da S' kompakt
ist. Da nun sqr(z) = sqr(y) <= (z = y)V (z = —y) gibt es einen
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Homdomorphismus h: RP! — S!, so dass h o p, = sqr. Da wir uns in
[Proposition 9.16| bereits iiberlegt haben, dass die Abbildung sqr vom Grad 2
ist, kann man also Isomorphismen so wéhlen, dass

7T1(S1, 1) %m(RPl,xl)

F 2 F

7——7

kommutiert. Aus [Proposition 11.6[ angewandt auf RP! Up, D? ergibt sich
also m1(RP?,29) = Z/27Z =: Zy. Mit [Proposition 11.5 folgt nun induktiv
w1 (RP™, x,) & Zo fiir alle n > 2. Zusammenfassend und etwas genauer:

11.8 Proposition. FEs ist

{e}, n=0,
m@RPY =7 =1,
ZQ, n > 2.

Die von der Inklusion induzierte Abbildung m (RP™) — w1 (RP"*1) ist ein
Epimorphismus fiirn =1 und ein Isomorphismus fir n > 2. ]

Beweis des Satzes von Seifert und van Kampen

Nachdem wir gesehen haben, wie der Satz von Seifert und van Kampen
anzuwenden ist und damit hoffentlich auch seine Aussage besser verstanden
haben, beenden wir seinen Beweis.

Beweis von [Satz 10.21. Wir fur den Homomorphismus 4 in dem kommuta-
tiven Diagramm

m1(Uo, 20)

|

(U1, 20) —— m1(Uo, o) * 1 (U1, wo)

il
# 71‘1(X, 1‘0)

und den kleinsten Normalteiler N von m(Ug, o) * 71 (U1, x0) mit N D
{io(j%(a))il(j#(a))*l: a€m(UynU, xg)} zu zeigen, dass h ein Epimor-
phismus mit Kern NV ist. Wir haben bereits gezeigt, dass h ein Epimorphismus
ist (dies ist eine Umformulierung von [Proposition 10.10) und dass N C ker h
(dies ist eine Umformulierung von i% o j% = 171# o ]71#)
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Es bleibt ker h C N zu zeigen. Nun ist jedes Element v € 71 (Up, zg) *
71 (U1, x9) von der Form i,y (ag) -+ ir, _,(apn-1), und es ist v € kerh <=

ir (ap) - --i”’l(an,l) = e. Wir betrachten nun das kommutative (sieche
Lemma 10.18)) Diagramm

I

7 (Uo N Uy, 29) ————— 71 (Uo, x0)

lj# ¢02=q0i0J(
¢1:=qoi1

71 (U1, 20) ——— (m1(Uo, wo) * 11 (U1, 20))/N.

EsistyEN < q(y) =¢ < d’ro(O‘O) o '¢Tn—1(an*1)'

Wir haben also zu zeigen, dass aus z';(g(ao)---i;f_l(an,l) = e folgt,
dass ¢py (o)~ ¢r, ,(an—1) = e. Dazu werden wir von P keine weiteren
Eigenschaften als ¢g o jgé = ¢ 0 j# benutzen. Dieser Teil des Beweises
ghnelt dem Beweis der Surjetivitat in [Proposition 10.10, nur dass wir anstelle
von Schleifen Homotopien von Schleifen untersuchen. Leider ist dieser Teil
deutlich technischer. Er folgt nun.

Sei also n € N und fiir 0 < k < n sei r, € {0,1} und oy, € 71 (U, 20), 50
dass ¢p,(ap) -+ ¢r, ,(an—1) =e. Essei H: I x I — X eine Homotopie, die
diese Gleicheit zeigt, und zwar sei H(0,8) = H(1,0) = H(e,1) = ¢,, und
H (e, 1)|(1/n,(k+1)/n) reprisentiere a. Nun wenden wir wieder das Lebesgue-
Lemma an, um ein m € N zu erhalten, so dass mit N := mn fiir alle k,1
mit 0 < k,1 < N ein sy mit w[[k/N, (k+1)/N] x [I/N,(l +1)/N]] C Us,,
existiert. Wir konnen diese sy ; so wéhlen, dass s o = 71/, fir alle k.

Zunéachst zeigen wir, dass wir es so einrichten kénnen, dass H auf allen
Gitterpunkten den Wert zy annimmt, dass also H(k/N,l/N) = z fiir alle
0 < k,l < N. Dazu definieren wir fiir alle 0 < £ < N, 0 <[ < N einen Weg
vk I — Us,_, ,NUs, , durch vy (t) := H(k/N, (I+t)/N) und einen Weg wy
von H(k/N,l/N) nach zg, der in Uy verlauft, falls H(k/N,l/N) € Uy, in Uy,
falls H(k/N,l/N) € U; und konstant ist, falls H(k/N,l/N) = xo. AuBerdem
setzen wir wy N = ¢z, flir 0 < £ < N. Dann wahlen wir fiir alle 0 < k£ < NV,
0 <1 < N eine Abbildung Fy;: I x I — Us,_,, N U, , mit Fj;(0,) =
Fii(1,0) = vy und Fj(e,0) = wy * Wi, Fri(e,1) = wyq1, * Wiy - Dies
ist moglich, da die auf dem Rand vorgegebene Abbildung homotop zu einer
konstanten Abbildung ist (sieche Aufgabe 58). Nun konnen wir H, indem
wir an der Stelle {k/N} x [I/N, (Il +1)/N] die Abbildung F},; einpassen, so
abéandern, dass die oben bemerkten Eigenschaften von H erhalten bleiben
und H zuséatzlich auf allen Gitterpunkten den Wert x¢ annimmt. Wir werden
diese gednderte Abbildung weiterhin H nennen.

Die alten w und v vergessend definieren wir nun Wege

wpy: I — X, 0<k<N,0<EkE<N,
t H((k+D)/N,1/N),
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und

vyt I — X, 0<EkE<SN,0<Ek<N,
t— H(k/N,(l+1t)/N).

Fiir 0 < k,l < N gibt uns das Klassen By, k.1, Ok, €k, € 71(Us,,,) durch

By = Wiy, Y= W], Okgi=[vkal,  €rg = [vegr]-

Nun ist ax = Bink,08mk+1,0 ** Bmkg1)—1,0 flir 0 <k <n und vy = e fiir
alle 0 < k < N. Es geniigt daher zu zeigen, dass

¢80,0 (/30,0)¢S1,0 (51,0) T d)SN—l,O (ﬁNfl,O) =

= ¢50,N71 (707N_1)¢31,N71(717N_1) T ¢SN71,N71(7N—17N—1)'

Wir tun dies in zwei Schritten.

Fir alle 0 <k < N und 0 <1 < N —1 st ¢s;, (V1) = bspopi1 (Bryiv1):
Nach Definition ist v;; = [wk71+1], Brj+1 = [wk71+1]. Ist sp; = Ski41, SO
ist vx; = Bry+1 und alles klar. Ist sp; # sg 41, so leben v, ; und B 41 in
verschiedenen Gruppen. In diesem Fall verlauft aber wy, ;41 ganz in Up N Uy,
so dass wir ein p € m(Ug N Uy) durch p := [wy,;41] definieren konnen. Es ist

Sk l+1

dann QZ)Sk,L(Vk,l) = (¢5k,l Oj;f’l)(p) = (¢5k,l+1 O Jy )(p) = ¢Sk,l+1(/6k,l+1)‘
Fir alle 0 <[ < N ist

Bso, (Bo) ++ Psy 11 (BN-11) = bs, (V0.0) = sy _y (IN-14) :

Zunachst zeigt H’[k/N,(k+l)/N]><[l/N,(l+l)/N] fir 0 < k< N, dass Bk,l =
(5k7ryk’le,;ll. Es ist also

Gs0,(Bot) ** Psn_1, (BN-11) =
= Psy., (50,170,165,11) sy (5N—1,17N—1,l€]_v1,17l) =
= B, (€)Bso. (Y0,0)Pso, (€00)
sy 1 (01,0) sy, (1,0)
By, (N2 Psy gy (EN—20) "
“Osn 1 (ON-1,)Psn 1 (IN=1,1)Psy 1, (€)-

Es geniigt also, fiir 0 <k < N — 1 zu zeigen, dass ¢s, ,(€x1) = Pspy, (Ory1,0)-

Nun werden €;; und 6x41,; beide von vy, reprisentiert, so dass sie fiir

Sk = Sk+1, gleich sind und es ansonsten ein p € 7 (Up N Uy) mit €5 =
-Sk41,1

j;f’l (p)s k10 =Jy " (p) gibt, so dass dies wieder aus der Kommutativitét
des Diagramms folgt. O
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Ein weiterer Blick auf Push-Outs

11.9 Proposition (Existenz und Konstruktion des Push-Outs). Es seien

G —2 H,y
g{
Hy

Gruppenhomomorphismen, N < Hy x Hy der kleinste Normalteiler mit
N 5 {iolgo(@))is(g1(e) s 0 € G
und q: Hy x Hy — (Hy * H1)/N die Quotientenabbildung. Dann ist das
Diagramm
G L} HO

9{ lqoio

qot1

H1 E— (HO * Hl)/N
ein Push-Qut-Diagramm. O
11.10 Proposition (Universelle Eigenschaft des Push-Out). Es sei

¢ —2 Hy

lgl lho
h1

H — K

ein Diagramm von Gruppen und Homomorphismen. Dann ist dieses Dia-
gramm genau dann ein Push-Out-Diagramm, wenn es kommutiert und fir
jedes kommutative Diagramm

¢ —2 Hy

lgl lh{)
h/

I{1 41> K/
ein eindeutig bestimmter Homomorphismus k: K — K’ existiert, so dass

ko hg = hy und ko hy = hy, so dass also

a—2- Hy

o

H — K
I :

S

kommutiert.
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Beweis. Der Beweis, der die universelle Eigenschaft des freien Produkts

und eine dhnliche Eigenschaft von Faktorgruppen benutzt, ist zur Ubung

empfohlen. O

Aus der universellen Eigenschaft ergibt sich wie iiblich die Eindeutigkeit.

11.11 Proposition (Eindeutigkeit des Push-Outs). Sind

G i> Hy G L Hy
lgl lho und J{gl Jh{)
h/

Push-Out-Diagramme, so existiert ein Isomorphismus k: K — K', so dass

Hy
h\\
0 \ y
H —K 0
I .
h} I

kommutiert.



Abschnitt 12

Simplizialkomplexe

Wir haben im Abschnitt gesehen, wie sich die Fundamentalgruppe eines
Raumes andert, wenn wir an ihn eine Zelle ankleben. Dies wéare nun der
Zeitpunkt, Zellkomplexe einzufiihren, dies sind Raume, die man erhélt, indem
man mit einem diskreten Raum startet (dessen Punkte nennen wir 0-Zellen),
an diesen dann 1-Zellen anklebt, an den entstandenen Raum dann 2-Zellen
und so weiter. Wir begniigen uns aber mit einem Spezialfall davon, den
Simplizialkomplexen. Diese lassen sich vollstdndig (also einschliefllich der
Anbhefteabbildungen der Zellen) kombinatorisch beschreiben. Wir werden
dann Eigenschaften des Raumes, beispielsweise seine Fundamentalgruppe,
ebenfalls kombinatorisch beschreiben wollen.

Abstrakte Simplizialkomplexe und Triangulierungen

12.1 Definition. Ein (abstrakter) Simplizialkomplex S ist eine Menge end-
licher Mengen, die abgeschlossen unter Teilmengenbildung ist, so dass also
fiir alle 0 € S und 7 C o gilt, dass 7 € S. In dieser Situation nennen wir o
einen (#o0 — 1)-Simplex von S und 7 eine Seite von o.

Wir nennen V(S) := |JS die Eckenmenge des abstrakten Simplizialkom-
plexes S. Es ist dann {{v} : v € V(S)} die Menge der 0-Simplizes von S. Im
allgemeinen werden wir nicht zwischen der Ecke v und dem 0-Simplex {v}
unterscheiden.

Sind § und 7 abstrakte Simplizialkomplexe und ist 7 C S, so nennen
wir 7 einen Unterkomplex von S.

12.2 Bemerkung. Nach dieser Definition gibt es zwei verschiedene abstrak-
te Simplizialkomplexe mit leerer Eckenmenge, ndmlich @ und {@}. Diese
Unterscheidung ist tatséchlich manchmal sinnvoll.

Man beachte auch, dass aufler dem Simplizialkomplex () jeder abstrakte
Simplizialkomplex das (—1)-Simplex @ enthélt, auch wenn wir es haufig nicht
erwahnen.

12.3 Definition. Sei n € Z, n > —1. Der Standard-n-Simplex ist der Raum

A" = {xeR”H: xiZOfﬁrallei,Za;izl }

)
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Allgemeiner setzen wir fiir eine endliche Menge M

AM::{:EERM: xi>0ﬁirallei,2xi:1}.

(2

12.4 Bemerkung. Offenbar ist AM ~ A#M-1 und wir werden oft A"
mit A{0L-m} jdentifizieren. Durch n # n + 1 entsteht hoffentlich keine
Verwirrung, die Notation ist in dieser Hinsicht nicht optimal.

12.5 Definition. Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex. Fir7 C o0 € §
definieren wir

i7: AT — A°
k
(@i=g 0 T
0, ké¢r

Nun definieren wir

s):= 1147/~

cES

. . ’ . ’ .
mit z ~ 2/ fiir z € A%, 2’ € A% genau dann, wenn ein y € A7 mit

i (y) = = und i _,(y) = 2’ existiert. Wir nennen den Raum |S| die

Realisierung von S. Fir o € S definieren wir die Abbildung
Xo: A7 — |S]|

als Komposition der Inklusionsabbildung in die topologische Summe und der
Quotientenabbildung, wir nennen sie die charakteristische Abbildung von o.

12.6 Lemma. |S| trdgt die Finaltopologie beziglich der Abbildungen X,
oces.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, wie topologische Summen und Quotienten
als Finaltopologien definiert sind. O

12.7 Proposition. Ist S ein abstrakter Simplizialkomplex und T C S ein
Unterkomplex, so gibt es eine eindeutige Abbildung, j: |T| — |S|, so dass

T —— LS|
AO’

fiir alle 0 € T kommutiert. Diese Abbildung ist eine Einbettung mit abge-
schlossenem Bild.

Wir kénnen also in dieser Situation |7| als Unterraum von |S| auffassen.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass |7| Vereinigung der Bilder der
x7T ist. Betrachten wir nun 0,0’ € 7 und # € A%, 2/ € A’ . Dann ist
xZ(z) = x%(2') genau dann, wenn y € A’ mit z =7, (y), ¥’ =%, (y)
existier, also genau dann, wenn x5 (z) = x&,(2). Damit ist j wohldefiniert
und injektiv. Die Stetigkeit folgt sofort daraus, dass |7 | die Finaltopologie
beziiglich der XZ tragt und die Xf stetig sind.

Sei nun A C |7| abgeschlossen und o € §. Dann ist

)7l = U aled) A

T:0DTET

endliche Vereinigung kompakter Mengen und damit abgeschlossen. Also ist
j[A] abgeschlossen in |S|. Damit ist j eine Einbettung mit abgeschlossenem
Bild. O

12.8 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine Triangulierung von X
ist ein abstrakter Simplizialkomplex & zusammen mit einem Homoomorphis-
mus h: |S| = X. Ein Raum heifit triangulierbar, wenn er eine Triangulierung
besitzt.

12.9 Beispiel. Sei M eine endliche Menge. Dann ist P(M) ein abstrakter
Simplizialkomplex. Fiir ¢ € P(M) betrachten wir die Abbildung i¥: A7 —
AM Da iM 0i? = iM fiir 1 C 0 € P(M), gibt es eine stetige Abbildung
h: |P(M)| — AM mit ho x, =i fiir alle 0 € P(M).

Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung A eine Bijektion ist. Da z% =
idym und alle i¥ stetig sind, trigt AM die Finaltopologie beziiglich der

h o xo,. Daher ist h ein Homdéomorphismus, das heif}t, eine Triangulierung
von AM,

Die Komponenten eines Simplizialkomplexes

Um zu sehen, wie mit Simplizialkomplexen umzugehen ist, wollen wir die
Zusammenhangskomponenten und Wegzusammenhangskomponenten eines
solchen (also seiner Realisierung) bestimmen.

Sei § ein Simplizialkomplex. Auf seiner Eckenmenge V' (S) definieren wir
folgende Aquivalenzrelation.

u~u < Esex.ne€Nundv,...,v, € V(S) mit vg = u, v, = u’
und {u;, ui41} € S fiir alle 0 <i < n. (12.1)

Dies ist eine kombinatorische Variante der Aquivalenzrelation, die wir zur
Definition der Wegzusammenhangskomponenten benutzt haben. An Stelle
stetiger Wege betrachten wir Kantenziige. Auch hier sieht man leicht, dass
es sich tatséchlich um eine Aquivalenzrelation handelt.

Eine wesentliche Beobachtung ist:
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12.10 Lemma. Sei C € V(S)/ ~ eine Aquivalenzklasse der oben definierten
Aquivalenzrelation und o € S. Dann ist cNC = @ oder o C C.

Beweis. Sind v,v" € o0 € S, so ist {v,v'} € S, also v ~ v'. O

Fiir eine Aquivalenzklasse C' beziiglich ~ setzen wir nun

Ko = xo[a7] C|S]. (12.2)

cES
ocCC

Aus dem Lemma folgt direkt:
12.11 Proposition. Es ist |S| = Ucey(s)/~ Kc- O

Wir wollen nun zeigen, dass dies die Zerlegung von |S| in Zusammen-
hangskomponenten ist.

12.12 Proposition. K¢ ist offen-abgeschlossen.

Beweis. Sei o0 € S. Ist x; ' [Kc] # @, so ist ¢ C C. Ist ndmlich € im y, N
K¢, so gibt es ein ¢/ € S mit o/ C C und = € imy, Nim y,s. Dann ist
O #ono cC,also auch o C C.

Ist nun o C C, so ist x; [K¢] = A%. In jedem Fall ist also x; '[K¢] offen-
abgeschlossen in A?. Da |S| die Finaltopologie beziiglich aller Abbildungen
Xo tragt, ist Ko offen-abgeschlossen. (|

Das Argument aus diesem Beweis zeigt auch:

12.13 Proposition. Sind C,C" € V(S)/ ~ und C # C', so ist Ko N Ker =
Q. O

12.14 Proposition. K¢ st wegzusammenhdangend.

Beweis. Zunachst sind die Ecken von K¢ alle in der selben Wegzusammen-
hangskomponente von |S|. Genauer: Sind v,v € V(S) und v ~ v/, so sind
X{v}(€v) und X,y (€,r) in der selben Wegzusammenhangskomponente. Dabei
haben wir die Bezeichnung A"} = {e,} gewihlt. Aufgrund der Definition
von ~ geniigt es, den Fall {v,v'} € § zu betrachten. Dann ist

I—|S|
t gy (=03 (ew) + 15 o)

ein Weg von x{y}(€v) = X{v,0'} (i;{,v’vl}(ev)) nach x(}(€;,)-

Sei nun x € K¢ beliebig. Dann existieren 0 € S und y € A% mit o C C
und x = x,(y). Sei v € 0. Da A% wegzusammenhéngend ist, ist x in der selben
Wegzusammenhangskomponente von |S| wie x, (i7 (ev)) = X v} (€w)- O
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Zusammenfassend haben wir:

12.15 Satz. Sei S ein abstrakter Simplizialkomplez und ~ die Aquivalenzre-

lation auf V(S) aus|[(12.1)} Dann ist
Sl= |J Ke

Cev(S)/~

mit Ko wie in|(12.2)| die disjunkte Zerlegung von |S| in Zusammenhangs-
komponenten, und diese stimmen mit den Wegzusammenhangskomponenten
tuberein und sind offen. O

Die Fundamentalgruppe eines Simplizialkomplexes

Wir wollen nun die Fundamentalgruppe eines Simplizialkomplexes beschrei-
ben. Der Einfachheit halber werden wir uns dabei auf endliche Simplizialkom-
plexe beschranken. Diese bauen wir Simplex fiir Simplex auf und verfolgen
dabei, wie sich die Fundamentalgruppe andert.

Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex, k > 0, o eine (k+1)-elementige
Menge mit P(c)NS = P(c)\{o}. Dann ist auch 8’ := SU{o} ein abstrakter
Simplizialkomplex.

Wir setzen 0A7 := Urga
allgemeintopologischen Sinne ist. Es gibt einen Homéomorphismus A% Z, DF,
der 9A? auf S¥~1 abbildet. Wir schreiben dafiir (A%,0A%) ~ (DF,SF1).

Wir betrachten die kanonische Einbettung j: |S| — |S’| aus
und die Abbildung x,: A% — |S’|. Wir definieren f,: 0A7 — [S|
durch j o f; = Xoloas. Man priift nun leicht, dass |S'| = |S| Uy, A?. Das
Hinzufiigen eines k-Simplexes ist also ein Spezialfall des Anheftens einer
k-Zelle wie in [Abschnitt 111 betrachtet.

Wir betrachten nun zunéachst 1-dimensionale Simplizialkomplexe.

im 7. Man beachte, dass dies nicht der Rand im

12.16 Definition. Ein Simplizialkomplex S ist ein Graph, wenn er von
Dimension hochstens 1 ist, das heifit, wenn #o < 2 fiir alle o € S.

12.17 Definition. Ein Graph G heifit ein Baum, wenn er zusammenhangend
ist (das heifit, wenn |G| zusammenhéngend ist, siche aber und
kreisfrei, wenn es also keine endliche Folge uyg, ..., u, mit n > 2, ug = uy,
{ug, upy1} € G fiir alle 0 < k < n und uy # uyp fiir 0 < k < k' < n gibt.

Es ist plausibel, dass ein Graph, der kreisfrei ist, eine triviale Fundamen-
talgruppe hat. In der Tat gilt folgendes.

12.18 Proposition. Sei G ein endlicher nicht-leerer Baum. Dann ist |G|
zusammenziehbar und daher einfach zusammenhdngend.
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Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber die Zahl der Kanten durch. Ist
diese 0, so besteht |G| aus genau einem Punkt. Ansonsten gibt es ein {u,v} €
G, u # v, so dass {u' € V(G): v # v, {v,v} € G} = {u}. (Gébe es keine
solche Ecke v, so finde man einen Kreis, indem man an einer beliebigen
Ecke loslauft, keine Ecke mehrfach benutzt, und aufhoért, sobald man eine
Ecke zum zweiten Mal erreicht.) Es ist dann also G’ := G\ {{v}, {u,v}} ein
Unterkomplex und |G| ~ |G| Uy, Alwvr ~ |G/ Da G’ auch ein Baum ist,
folgt die Behauptung nun per Induktion. O

Wir wenden uns nun allgemeinen endlichen zusammenhéngenden Graphen
zu. Dazu wéhlen wir zunéchst einen aufspannenden Baum und fiigen dann
schrittweise neue 1-Simplizes hinzu.

Sei G ein Graph und 7 ein aufspannender Baum von G, also 7 ein Baum,
7 C G, V(T) = V(G). Wir wollen einen 1-Simplex hinzufiigen, sei also
Ug, U1 € V(g), {UQ,ul} §é g, g/ =gUu {{uo,ul}}.

Wir wollen nun gerne den Satz von Seifert und van Kampen anwen-
den. Dazu setzen wir Uy := |G| \ {X{uo,ul}(%e% + 3ey,)}. Wir kénnen
[Proposition 11.2| anwenden, um zu sehen, dass die Inklusionsabbildung
|G| — Up eine Homotopiedquivalenz ist. Weiterhin wéhlen wir einen in-
jektiven Weg w: I — |7 | von ug nach u;. Es gibt dann eine offene Um-
gebung U; von imw U im Xy, 4, C |G|, so dass die Inklusionsabbildungen
imw Uim Xygu, — Ui und imw — Uy N U; Homotopiedquivalenzen sind.
Da imw =~ I zusammenziehbar ist und imw U im xygu;, =~ St, folgt aus
dass w1 (|G|, up) *Z = 71 (|G’|, uo). Dabei wird der erste Faktor
des freien Produkts mit dem von der Inklusion j: |G| — |G’| induzierten
Homomorphismus jx abgebildet, und ein Erzeuger von Z geht auf das von
der Schleife py, ., * w™ reprasentierte Element, wenn wir mit p,,., den
Weg t — Xugui (1 —1t)ey, + tey,) bezeichnen. Um diesen Isomorphismus
mit einer anderen Ecke vy als Basispunkt auszudriicken, wahlen wir fiir jede
Ecke u einen Weg p, von vy nach u, der in |7| verlauft. Da |7| einfach
zusammenhéangend ist, ist ein solcher bis auf Homotopie relativ zu {0,1}
eindeutig bestimmt. Wir betrachten die Isomorphismen

hpuy  T1(1G s w0) — (|G, v0) und hy,, = 71 (|G'], u0) — m1(1G'], vo)

aus [Definition 10.1} Es ist Py © J# = J# © hp,y und i, [pugu, * wT] =

[Ppuy * Puguy * (Pug * w)~]. Nun ist py, * w ein Weg in |[7| von vy nach
uy, also py, * w ~ p,, rel {0,1}. Wir haben also einen Isomorphismus
m1(|G|,v0) * Z = 71 (|G’|,v0), wobei der erste Faktor des freien Produkts mit
Jju abgebildet wird, und ein Erzeuger von Z auf [hpuo * Pugup * Do) geht. Dies
liefert zusammenfassend folgendes.

12.19 Proposition. Sei G ein endlicher Graph, T ein aufspannender Baum
und vg € V(G). Fir jedes u € V(G) wdhlen wir einen Weg p,: I — |T| C |G|
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von vy nach ug. Auflerdem bezeichne pyg ., : I — |G| einen Weg von ug nach
uy in dem 1-Simplex {ug, w1 }. Fir {up,u1} € G setzen wir

Guo,uy += [pUO * Pug,uy * p;l]-

Dann ist guyu, = g,;ll,uO, und fir {up,u1} € T ist Guy.u, = €.
Wir wdhlen eine totale Ordnung auf V(G). Dann wird w1 (|G|, vo) frei von
den Gugu, mit {ug, w1} € G\ T, ug < uy erzeugt, das heifst

H Z—>771(‘g|,l}0),
{uo,u1}€G\T
ug<ui
wobei 1 € Z zum Index {ug,u1} auf gu,.u, abgebildet wird, ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Fir gyyu, = e, {ug,u1} € 7, bemerken wir, dass py, * Puyg,u, i
diesem Fall in |7| verlduft, also homotop relativ {0,1} zu p,, ist.

Der Isomorphismus folgt per Induktion iiber #(G \ 7), wobei der Induk-
tionsanfang [Proposition 12.18|ist und der Induktionsschritt in der vorherge-
henden Diskussion ausgefiihrt wurde. O

12.20 Notation. Fiir k£ > 0 ist das k-Skelett eines Simplizialkomplexes S
der Simplizialkomplex S*) := {0 €8S: #0 <k+1}.

Damit sind wir nun bereit, den endgiiltigen Satz zu formulieren und zu
beweisen.

12.21 Satz. Sei S ein endlicher zusammenhdngender Simplizialkomplex,
T ein aufspannender Baum und vy € V(S). Wir wdhlen eine totale Ordnung
auf V(S). Fiir jedes u € V(S) wihlen wir einen Weg py: I — |T| C |SW)|
von vg nach ug. AufSerdem bezeichne pygu, : I — \S(l)| etnen Weg von ug
nach uy in dem Simplex {ug,u1}. Fir {ug,u1} € S setzen wir

Guo,uy = [puo * Pug,us *qul]'

Dann ist gy, = € fiir {ug,u1} € T, die Gruppe w1 (|SW|,vo) wird frei von
den Guyu, mit {ug,u1} € S\ 7T, ug < uy erzeugt, und die Abbildung

J
771(\5(1)|,Uo) o m1(|S], vo)
ist ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste Normalteiler ist, der

{guo,u1gu1,u29;017u2: {uo, ur,u2} € S,up < uy < u2}

enthdlt.
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Beweis. Wieder fithren wir einen Induktionsbeweis, dieses Mal iiber die
Zahl der Simplizes von Dimension 2 und héher, also iiber #(S \ S(). Den
Induktionsanfang liefert [Proposition 12.19]

Fiir den Induktionsschritt wahlen wir ein inklusionsmaximales Simplex
o € 8. Dann ist §' := S\ {0} ein Unterkomplex, und wir haben einleitend
gesehen, dass |S| = |S'| U f,A7. Es sei #0 = k + 1. Ist k > 2, so induziert
nach [Proposition 11.5| die Inklusion einen Isomorphismus 71 (|S’|) — m1(|S]).
Wir betrachten daher den Fall k¥ = 2. Wir setzen o = {ug,u1,uz} mit
ug < u1 < ug und betrachten das kommutative Diagramm

m1 (|8, uo) —— mi(|S], o)

hlﬂuo lN hlﬂuo lN
%

m1(|8'], v0) —— m1(|S], vo).

Nach [Proposition 11.6|ist der obere Homomorphismus ein Epimorphismus,
dessen Kern der kleinste Normalteiler ist, der [pug u; * Pui us * Pus,uo] €nthalt.
Der untere Homomorphismus ¢y ist daher ein Epimorphismus, dessen Kern
der kleinste Normalteiler ist, der das Element

hPuO ([pUOﬂLl * Puy,ug * pumuo]) = [puo * Pug,ur * Puyug * Pug,ug * p;o] =
= [Puo * Pug,us * Puy * Pur * Pusuz * Py * Pus * Pus,ug * Pug| =
= [Puo * Puo.ur * Py ] # [Pus * Pusy s * Puy | * [Puz * Pusuo * Pug| =
: -1
= ];&(guo,mguhwguo,ug)
enthilt, wobei j/ die Inklusion |[SM| — |&] ist. Ist jy ein Epimorphismus,
s0ist ju = (ioj)p =igo j%é ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste

Normalteiler ist, der ker j;# U { Gug,u1 Jui uz g;olm} enthalt. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung. O
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Homologie 1

Wir werden nun die Homologiegruppen H;(S), ¢ > 0 eines Simplizialkomple-
xes S definieren.

Es lohnt sich, einen Moment einen Vergleich mit der Fundamentalgruppe
anzustellen. Diese hatten wir fiir einen Raum (mit Basispunkt) definiert, ohne
Bezug auf eine Triangulierung zu nehmen oder auch nur Triangulierbarkeit
vorauszusetzen. Im letzten Abschnitt haben wir dann gezeigt, dass sich die
Fundamentalgruppe mit Hilfe einer Triangulierung des Raumes bestimmen
lisst. Ahnlich kann man Homologiegruppen eines beliebigen Raumes definie-
ren, beispielsweise die singuldren Homologiegruppen und dann spéter zeigen,
wie sie sich fiir einen triangulierten Raum aus der Triangulierung berechnen
lassen.

Wir werden hier stattdessen den klassischen Weg beschreiten und die
simplizialen Homologiegruppen eines abstrakten Simplizialkomplexes definie-
ren. Thre Nitzlichkeit entfaltet diese Theorie dann, nachdem man gezeigt
hat, dass Simplizialkomplexe mit homéomorphen Realisierungen (in der Tat
geniigt Homotopiedquivalenz) isomorphe Homologiegruppen haben. Dieses
Resultat werden wir in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden nicht vollstandig be-
weisen kénnen, wir werden aber schon bald die Spezialfélle Hy(S) und H;(S)
behandeln. Fiir diese Gruppen werden wir Beschreibungen mit Hilfe der Zu-
sammenhangskomponenten von |S| beziehungsweise der Fundamentalgruppe
von |S| erhalten.

Definition der Homologiegruppen

Im folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1. Viele der zu definierenden
Objekte werden R-Moduln sein. Dabei werden wir hauptséchlich an den
Fillen R = Z und R = k, wobei k ein Korper ist, interessiert sein. Z-Moduln
sind nichts weiter als abelsche Gruppen, k-Moduln sind k-Vektorrdume. An
Korpern werden uns hauptséchlich die Fille k = Q und k& = Zs interessieren.

13.1 Definition. Sei S ein abstrakter Simplizialkomplex und k € Z. Wir
betrachten zunéchst den freien R-Modul mit Basis

Ek(S) = {(Uo,...,’uk)Z {Uo,...,vk} GS, #{UO,...,Uk}:k-f—l},

127
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das heif3t den Modul

d n

(Uo,...,vk)GEk(s)

wobei wir 1 € R aus dem zu (vy, . . ., vx) gehorigen Summanden mit (vo, . .., vg)
identifizieren. Wir nehmen nun den Quotienten nach dem von allen Elemen-
ten der Form (vo, ..., vr) —sgnm - (Vr(o), - - - Vr(k)), Wobei m € S({0,...,k})
eine Permutation ist, erzeugten Untermodul:

Ck(S) = @ R/(vo,...,vk)—sgn7r~(v,r(0>,...7v7r(k>)'
(vo,.“,l}k)ezk(s)

Wir nennen Cy(S) den k-ten reduzierten orientierten Kettenmodul von S.
Und Elemente daraus k-Ketten (mit Koeffizienten in R). Wir bezeichnen die
Klasse von (vo,...,vt) in Ck(S) mit [vo, ..., vgl.

Wir setzen auerdem Cy(S) := Ci(S) fiir k # —1 und C_;(S) := 0. Dies
sind die unreduzierten Kettenmoduln.

13.2 Bemerkung. Es ist also [vg, ..., 0] =sgnT - [Ur(); - - - s Vn(r))-

13.3 Lemma. Fir k € {—1,0} ist C(S) ein freier R-Modul mit Basis
Yi(S).

Firk >0 und o € S ein k-Simplex ist {[vo, ...,vx]: {vo,...,vx} =0}
eine 2-elementige Menge. Die Wahl eines Elementes nennen wir eine Ori-
entierung von o. Haben wir fir jeden k-Simplex eine solche Orientierung
gewdhlt, so bilden diese eine Basis von Ci(S). O

13.4 Definition und Proposition. Fir einen abstrakten Simplizialkomplex
S und k > 0 ist durch

01 Ci(S) — Cr1(S)

k
[vo, - vk) = > (=1 [vo, .-, Biy - 0]
i=0
eine R-lineare Abbildung definiert. Dabei stehe |vo,..., 0, ..., v fir
[0y -« s Vie1, Vigiy - -, Vx|, der Hut also fir das Weglassen eines Eintrages.

Auferdem definieren wir 9 = 0 fir k < 0.
Ebenso definieren wir Abbildungen dy: Cy(S) — Cr—1(S), nur dass hier
auch 99 = 0.

Beweis. Setzen wir d(vg, ..., vx) = Zfzo(—l)i[vo, ooy iy ooy vg). Wir haben
zu zeigen, dass d(vy(g), - - -, Vr(k)) = sign - d([vo, . . ., vx]) fiir eine beliebige
Permutation 7. Da die symmetrische Gruppe von Transpositionen benach-
barter Elemente erzeugt wird, geniigt es, dies fiir eine solche nachzurechnen.
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Nunist fur 0 <r < k

d(’Uo, cees Up—15Up415Upy Up42, - -« Uk) =

r—1
= Z(_I)Z[UOw--uﬁi,---aUT—17UT+1avr7UT+27---;Uk]
=0
+ —1)T[U0, R ,ﬁr+1, C ,’Uk] + (—1)r+1[1}0, .. .,f],«, e ,Uk]

k
+ Z (=1)"[v0s - - s V1, V15 Uy Urge2, -+ Diy o ooy Vg

1=r+2
r—1
= ( 1)Z+1[U07 y Uiy Uk‘]
i=0
A+ (1) [0y vy ity e e ey 0]+ (=1 vg, ooy By e, 0]
k
+ Z (71)2—’_1[1}07 5 Uiy Uk]
i=r+42
k
= _Z[U07 7{)17 'Uk]
=0
= _d(1}07 7/Uk)
wie gewilinscht. O

13.5 Proposition. Fir die soeben definierten Abbildungen gilt 900511 = 0.

Beweis. Die trivialen Falle beiseite lassend berechnen wir

k+1
ak(akJrl[U(), e ,ka]) = Dk (Z(_1>Z[U07 ey ﬁi, e ,Uk+1]> =

=0
k+1 ' i—1 4
= Z(—l)l (Z(—l)j [?}0, e @j, ey gy 7vk+1]+
i=0 =0

k41 ‘

+ Z (_1)J_1[U03 ooy iy 7’[)]" SRR Uk‘-‘rl])
J=i+1

= Z (*1)i+j[’00,...,@j,...,@i,...,vk+1]+

0<j<i<k+1
+ Z (*1)i+j_1[1}0,...,’LA}i,...,lA}j,...,Uk_Fﬂ
0<i<j<k+1
=0

wie behauptet. O
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13.6 Definition. Es sei R ein Ring. Ein R-Kettenkomplez D = (D, 0,) ist
eine Familie (Dg)kez von R-Moduln zusammen mit R-linearen Abbildungen
0;: Dy — Dy_1, so dass 0 0 041 = O fiir alle & € Z. Die Abbildungen 0
nennen wir Randabbildungen.

13.7 Definition. Es sei D ein R-Kettenkomplex. Wir definieren
Z1(D) = ker(dy,: Dy — Dj_1),

den Modul der k-Zykel und
Bi(D) = im(0x41: Di11 — Dyg),

den Modul der k-Rdnder. Da 0 0 0511 = 0, ist Bi(D) C Zx(D), und wir
definieren

Hy(D) = Zy(D)/Bk(D),
den k-ten Homologiemodul von D.

13.8 Definition. Fiir einen abstrakten Simplizialkomplex & setzen wir
Hi(S) := H(C.(S)) und Hy(S) := Hy(C,(S)). Wollen wir betonen, iiber
welchem Ring R wir arbeiten, so schreiben wir Hj(S; R) beziehungsweise
Hi(S;R).

H_

Wie eingangs gesagt wollen wir, dass die Homologiegruppen homoéomorphiein-
variant sind. Wir erinnern uns, dass es zwei verschiedene Simplizialkomplexe
S mit V(S) = @ gibt, némlich @ und {O}. Nun ist [O] = @ = [{O}], aber

H_1(0)=0% R= H_,({0}). Daher vereinbaren wir nun, immer, wenn wir
von H_1(S) sprechen, anzunehmen, dass S # ), dass also @ € S.

13.9 Proposition. Es sei § # @ ein abstrakter Simplizialkomplex. Dann
ist H_1(S) = 0 genau dann, wenn |S| # O. Anderenfalls ist H_1(S) =
({0} 2 R.

Beweis. Da O € S, ist C_1(S) = R, erzeugt von [|. Da 21 = 0, ist
Z_1(Cx(8)) = C_1(8). Ist [S] = O, also § = {D}, so ist Cp(S) = 0, al-
s0 B_1(C«(S)) = 0 und damit H_1(S) = R/0 = R. Ist |S| # O, so existiert

ein v € V(S). Damit ist [| = 2o([v]), also ist B_1(C«(S)) = Z-1(Cx(S)) und
damit H_;(S) = 0. O

Um die Verwirrung komplett zu machen, schreiben wir H(Q) fiir H({O}),
da ja O = |[{O}|.
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[:[0 und H

13.10 Proposition. Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplezx, P die Menge
der Zusammenhangskomponenten von |S|. Fir jede Komponente C € P sei
eine Ecke v € V(S) gewdhlt, die in der Komponente C liegt. Dann ist die
Abbildung

P r— H(S)
C  [[vc]]
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei die Abbildung @, R — Ho(S) mit g bezeichnet. Wir wollen die
Umkehrabbildug konstruieren.

Da Zy(S) = Zo(C«(S)) = Co(S) die Basis ([v])yev(s) hat, kénnen wir
eine lineare Abbildung ¢: Zy — @p R dadurch definieren, dass wir [v]
auf die Komponente C(v) von v abbilden. Fiir [ug,u;] € C1(S) gilt, dass
d(0[uo, u1]) = ¢([u1]) — ¢([ug]) = 0, da up und uy in der selben Komponente
sind. Die Abbildung ¢ ist also Null auf By(S) und induziert daher eine
Abbildung f: Hyo(S) — @p R durch f([[v]]) = o([v]).

Es ist f(g(C)) = ¢(Jvc]) = C, da ve in C liegt, also ist f o g = id. Sei
nun u € V/(C). Dann ist g(f([[u]])) = [[vo@]]- Nun liegen u und ve(,) in
der selben Komponente, es gibt also wo,...,w, mit wo = u, w, = vo(),
{w;, w;11} ein 1-Simplex fiir alle 0 < ¢ < n. Dann ist

01 ([wo, w1] + [wi,wa] + -+ + [Wn—1,wy]) =

= —[wo] + fwr] = [wi] + fwa] — -+ = [wp1] + [wa] =
= —[u] + [vew)]-
Es ist also —[u] + [vo(y)] ein Rand, das heiBt 0 = [—[u] + [vc ] = —[[v]] +
(go f)([[u]]). Da die [[u]] den Modul Hy(S) erzeugen, ist g o f = id. O

Nachdem wir Hy verstanden haben, untersuchen wir den Zusammenhang
von Hy und Hj.

13.11 Proposition. Sei S ein abstrakter Simplizialkomplex, vo € V(S).
Dann ist

Hy(S)® R — Hy(S)
[c] ®r — [c+ r[vg]]

ein Isomorphismus.
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Beweis. Sei f die obige Abbildung. Wir untersuchen, ob sie wohldefiniert ist.
Da jede 0-Kette ein Zykel in dem nicht reduzierten Komplex ist, reprasentiert
sie eine Klasse in Hy. Wir miissen noch iiberpriifen, dass f unabhingig von
der Wahl eines Représenten ist. Sei dazu d € C}(S). Dann ist f([c+0d]@r) =
[c+0d+Tr[vg]] = [c+7r[vo]] = f([c]@T). Die Abbildung f ist also wohldefiniert.
Sie ist auch linear.

Wir definieren

g: Ho(S) — Ho(S) & R
[e] = [c = e(e)[vo]] @ &(0),

wobei €: Cy(S) — R die durch ¢([v]) = 1 definierte lineare Abbildung ist. Um
zu sehen, dass sie wohldefiniert ist, priifen wir, ob ¢ — e(c)[vp] ein reduzierter
0-Zykel ist. Es ist 9g(c — e(c)[vo]) = (c)[] — e(e)[] = 0, da d9(c) = ()]

Sei [¢] € Hy(S). Dann ist ¢ ein reduzierter Zykel, also 0 = d(c) = (c)[],
das heit £(¢) = 0. Damit ist (f([c] ® r)) = e([c + r[vo]]) = r. Es folgt
(go f)([c] ®r)=[c+r[ve] —rwv]] @r =[] ®rund go f =id.

(f og)ld = [¢ = e(c)[vo] +(c)[vo]] = [d], also fog=id. O

13.12 Korollar. Sei S ein abstrakter Simplizialkomplex. Dann ist |S| genau
dann zusammenhdingend, wenn Hy(S) = 0. O

Wir halten noch fest, wie sich die hoheren Homologiegruppen fiir Simpli-
zialkomplexe mit mehreren Komponenten verhalten.

13.13 Proposition. Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex, (Sj) e eine
Familie von Unterkomplexen und |S| die disjunkte Vereinigung der |S;|, also
8§ =Ujes Sj und S;N Sy = {0} fir j # j'. Dann ist Hi(S) = D ,c s He(S))
fiir alle k.

Beweis. Es ist Ci(S) = @,c; Ck(S;) fiir alle k € Z, und diese Isomorphis-
men sind mit den Randabbildungen vertraglich. Wir sagen in diesem Fall,
der Kettenkomplex C(S) sei direkte Summe der Kettenkomplexe C\(S;).
Man rechnet nun nach, dass Homologie mit solchen direkten Summen von
Kettenkomplexen vertauscht. O

H,

Wir wollen nun eine Beschreibung von H;(S) erhalten. Wegen
on 13.13|konnen wir uns auf den Fall beschrinken, dass |S| zusammenhéngend
ist. In diesem Fall werden wir sehen, dass H;(S) von 71(|S]) bestimmt wird.
Dieses Resultat werden wir erhalten, indem wir fiir H;(S) eine &hnliche
Beschreibung wie die von m1(|S|) in beweisen.

Wir nehmen daher wie dort an, dass |S| zusammenhéngend ist, vy € V(S)
und wir einen aufspannenden Baum 7 C S gewahlt haben. Und wieder
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wéahlen wir fiir jedes u € V(7)) = V(S) einen Weg von vy nach u, dieses
Mal in Form von einer 1-Kette: Es gibt eindeutig bestimmte n > 0 und
w; € V(T), 0 <i<n,mit vg = wp, u = Wy, {wy, w41} €T und w, # wy
fiir 0 < r <’ < n. Mit diesen setzen wir

K([u]) = ) [wrwps]

0<r<n

und setzen dies zu einer linearen Abbildung K: Cy(7) — C1(7) fort. Zu-
nachst stellen wir

o(K[u]) = Y (~[wy] + [wri]) = ~[wo] + [wa] = ~[vo] + [u]
0<r<n

fest. Auflerdem ist fiir einen 1-Simplex {ug,u1} € 7 entweder Klu;] =
Kuo] 4 [uo,u1] oder K[ug] = K[u1] + [u1, ug]. Beide Gleichungen sind aber
wegen [ug, ug] = —[ug, u1] dquivalent, und aufgrund der Linearitét folgt

c=K(dc) firalle ce Ci(7).

Der Schleife bei vy durch den Simplex {ug,u;}, die das Element gy v,

in [Satz 12.21| représentierte, entspricht nun K ([ug]) + [ug, w1] — K([u1]) =
[UO, ’U,l] - K(D[UO, ul])

13.14 Proposition. FEs sei S ein abstrakter Simplizialkomplex und T C S
ein aufspannender Baum. Ist K: Cy(S) — C1(S) wie oben definiert, so gilt
fur die lineare Abbildung

v 01(5) — 01(8)
c— c— K(dc),

dass imy = Z1(S) und kery = C1(7T), wobei wir C1(7T) als Untermodul von
C1(S) auffassen.

Beweis. Ist ¢ € Z1(S), dann ist y¢ = ¢ — K(0¢) = ¢ — KO = ¢. Damit ist
Z1(S) C im~y. Dass auch im~y C Z1(S), rechnen wir auf einer Basis nach:

o(v([uo, w1])) = dlug, ur] — (K (d[ug, u1])) =
= dug, u1] — 0(K (—[uo] + [u1])) = d[uo, u1] + (K [ug]) — 9(K[w1]) =
= dlug, u1] — [vo] + [uo] + [vo] — [u1] = 0.

Das zeigt imy = Z1(S).

Auflerdem ist C1(7) C ker~y, denn wir haben oben schon bemerkt, dass
K(d1c) = c fir ¢ € C1(7). Andereseits ist fir ¢ —v(c) = K(d¢) C C1(7). Ist
also y(c) =0, so ist ¢ € C1(7). Das zeigt kery = C1(7). O
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Nun haben wir schon eine Darstellung von H1, die analog zur Darstellung
von 1 in [Satz 12.21]ist. Wir erinnern daran, dass nach Definition H;(S) =
Z1(8)/B1(S).

13.15 Proposition. Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex und T C S

ein aufspannender Baum. Es sei vy wie in|Proposition 13.14). Auf V(S) sei
eine totale Ordung definiert. Dann ist

(7([“’07 ul])){uo,ul}GS\T

uo<ui

eine Basis von Z1(S) und fir {ug,u1} € T ist y([ug, u1]) = 0. Auflerdem ist
die Menge

{v([uo, wa]) +~([ur, ua]) — y([uo, usl): {uo, w1, u2}t € S,up < ur < ug}

ein Erzeugendensystem des Untermoduls B1(S) C Z1(S).

Beweis. Wir haben in[Proposition 13.14|gesehen, dass v einen Isomorphismus

C1(8)/Ci(T) — Z1(S) induziert, und

([uo, ur] + C1T)) fug,uryes\T

uo<uil

ist eine Basis von C1(S)/C1(7). Dies zeigt den ersten Teil.
Da

([UO, uy, U2]){Uo,m7u2}€5
uo<ul<u2

eine Basis von Cy(S) ist, erzeugen die d2([ug, u1, u2]) mit up < u; < ug den
Modul B;(S) = im0y. Da aber yc = ¢ fiir alle ¢ € Z1(S), ist
02([uo, u1, us]) = y(02([uo, ur, u2])) = v([ur, ug] — [uo, ua] + [ug, w1]) =
= Y([uo, wr]) + ([u1, u2]) — ¥ ([uo, uz)).
Dies zeigt den zweiten Teil. O
Dies ist vollig analog zu [Satz 12.21] nur, fiir R = Z, mit abelschen Gruppen

an Stelle von Gruppen. Daher ist H;(S) in diesem Fall die Abelisierung von
™1 (S) .

13.16 Satz (Der kleine Hurewicz). Es sei S ein endlicher abstrakter Sim-
plizialkomplez und |S| zusammenhéingend und nicht-leer. Es sei vy € V(S).
Dann sind Hi(S;Z) und die Abelisierung von m1(|S|,vo) isomorph,

Hi(8;2) = m(|S]) / [m(IS]), m (S]]

Genauer: Ist ein aufspannender Baum T gewdahlt, so ist mit der Notation
aus [Satz 12.21] und|[Proposition 15.1]] die Abbildung

¢: mi(|S],v0) — Hi(S)
j#(guo,m) = [7([”%“1])]

eine Abelisierungshomomorphismus.




H 135

13.17 Bemerkung. Der Homomorphismus héangt nicht von der Wahl von
T ab. Das ist nicht schwer zu zeigen, doch wir verzichten hier darauf, da es
sich von selbst ergibt, wenn man die Homologietheorie weiter ausgebaut hat.

Beweis. Wir benutzen die Notation aus [Satz 12.21]| und |[Proposition 13.14]

m1(1SM |, vo) 2= 71(1S], vo)
guo,ul’_)’Y([u()?ul]) (l’; J/d)

Zl(s)c—ﬂc}»Hl(‘S)

Da 7r1(|S(1)|,v0) frei von den Elementen gy, vo < u1, {ug,u1} € S er-
zeugt wird, definiert gy, — v([uo, u1]) eine Gruppenhomomorphismus .
Da die Bilder 7([ug, u1]) eine Basis der abelschen Gruppe Z;(S) bilden, ist
q} ein Abelisierungshomomorphismus, das heifit er ist surjektiv, und sein
Kern ist [m1(|SM], vg), 71 (|SM|, )], die Untergruppe (sie ist ein Normaltei-
ler), die von den Elemten der Form zyz'y~!, z,y € [11(|SW)|,vo) erzeugt
wird. Diesen Teil lassen wir als Ubung, wir erinnern aber an den Spezialfall
<a, Blapat ﬁ_1> & 7 @ 7, der bei der Berechnung der Fundamentalgruppe
des Torus mit Hilfe des Satzes von Seifert und van Kampen vorkommt.

Nach [Proposition 13.15|ist der Kern des Epimorphismus p: Z;(S;Z) —
H,(S;Z) von den Elementen

7([“07 Ul]) + ’7([“17 UQ]) - ’7([“07 UQ]) = é(gug,u19u1,u2g;0{u2)

erzeugt. Es folgt, dass ker(po qNS) der kleinste Normalteiler ist, der die Elemen-
te guO’ul%lmggol’u2 und die Kommutatoruntergruppe [771(|S(1)]), 7r1(|5(1)|)]

erhilt. Nun ist nach [Satz 12.21| j4 ein Epimorphismus, dessen Kern der
kleinste Normalteiler ist, der alle gug u, Guy,us g;olm enthalt. Da diese auch in

ker(p o ¢) enthalten sind, existiert der Homomorphismus ¢ mit ¢oju = po ¢.
Da p o ¢ surjektiv ist, ist ¢ surjektiv. Der Kern von ¢ ist der kleinste Nor-
malteiler, der jy([m1(|SM|), 71(]SM])]) enthilt. Da jy surjektiv ist, ist dies
[71(]S]), 71(]S])]. Das beweist die Behauptung. O
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Homologie II: Abbildungen

Die Homologie eines Simplex

Wir wollen fiir n > —1 mit A" auch den abstrakten Simplizialkomplex
P({0,...,n}) bezeichnen und setzen d9A™ := A"\ {{0,...,n}}. Wie bereits
bemerkt ist |A"| &~ A" ~ D" und [0A"| ~ DA™ ~ S"L.

Da A" fiir n > 0 zusammenziehbar ist und die H,.({Q, {0}}) = H,(A?) =
0 fiir alle r (Nachrechnen!), erwarten wir H,(A") = 0 fiir alle r. Dies ist
unser erstes Resultat.

14.1 Proposition. Sei S ein Simplizialkomplex und sei v € V(S), so dass
oU{v} €S fir alle o € S. (Wir sagen, S sei ein Kegel mit Spitze v.) Dann
ist H,(S) =0 fiir alle r.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jeder r-Zykel Rand einer (r 4+ 1)-Kette ist.
Dazu definieren wie fiir alle r > —1 eine lineare Abbildung

K”: éT’(S) - ~7‘-‘,—17
[UO,.,,,U,’,]p—){[’U’uo"”’ur]’ v%{uo,...,ur},

0, v € {ug,...,u}.

Diese ist wohldefiniert, da die Definition mit Permutationen vertréglich ist.
Wir setzen auflerdem K, = 0 fiur » < —1.
Dann gilt fiir alle r € Z, dass

Dr+1Kr + K'r—lar = 1dér(3)
In der Tat haben wir fiir » > 0 und v ¢ {uog,...,ur}
0K [ug, ..., ur] = v, ug, ..., u
T
= [ugy ..., up] + Z(—l)”l[v,uo, ey Oy, )
=0

= [’U,o,...,ur] —KD[UO7...,UT].

136
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und fiir v = u;

Kdfug, ..., u;] = K0[ug, ..., uj—1,0,Ujq1, ..., U]
= (-1 Klug, ..., 0j,...,ur)
= (=1)[v,uo,...,Uj,...,u]
= [uo, -, Uje1, 0, Ujr 1, - - o, U]
= [ug, ..., ur] — 0K[ug,...,u]

oK =0l = [ = [ - K?f].

Man mache sich klar, dass obige Rechnung auch fiir » = 0 korrekt war, und
wo sie fiir C(S) an Stelle von C(S) falsch gewesen wire, beziehungsweise,
was dort das Ergebnis gewesen wire.

Ist also [¢] € H.(S), das heift ¢ € C.(S) und d¢ = 0, so ist ¢ =
0r+1(Kr(C)) + Krfl(ar(c)) = DrJrl(Kr(c)) ein Rand> also [C] =0. O
O

14.2 Korollar. H,(A") =0 firn >0, r € Z.

14.3 Proposition. Firn > 0 ist

0, k#n-—1,

H,(0A") = {R e

wobei Hy_1(0A™) von, [0,]0, ..., n]] erzeugt wird.
Beweis. Fur k < n —1 ist Hy(0A") = Hp(A") = 0, fiir k > n — 1 ist
Cr(0A™) =0, also Hx(0A™) = 0. ~
Da Cor1(A") = 0, ist Hy(A") = kerdy, {
og(A" injektiv. Da H,_1(A™) =0, ist ker Dgﬁ%n) = im 05
Da G (0A™) = 0, ist Hp_1(0A") = keroC2") . Nun ist kerd

A" Da H,(A") = 0, ist also

A™)

C(anr)
L=

n—1 n—
kerbiﬁ?n), also nach dem vorhergehenden 0,,: C’n(A”) — Nn,l(bA") =
H,_1(0A™) ein Isomorphismus. O

Simpliziale Abbildungen und Kettenabbildungen

Bei der Betrachtung der Fundamentalgruppe war es wesentlich, dass eine ste-
tige Abbildung zwischen Raumen einen Gruppenhomomorphismus zwischen
den Fundamentalgruppen induziert. Da wir Homologie fiir Simplizialkomple-
xe definiert haben, betrachten wir eine geeignete Klasse von Abbildungen
zwischen ihnen.
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Simpliziale Abbildungen

14.4 Definition. Es seien S, 7 abstrakte Simplizialkomplexe. Eine simpli-
ziale Abbildung f: & — T ist eine Funktion f: V(S) — V(7)) mit flo] € T
fir alle 0 € S.

Wir werden zuerst beschreiben, wie eine simpliziale Abbildung zwischen
Simplizialkomplexen eine stetige Abbildung zwischen den Realisierungen
induziert.

Definieren wir, etwas allgemeiner als oben, fiir eine endliche Menge o und
v € o den Punkt e, € A? durch

1, u=w,
(ey)y =
0, u#w,

so hat jeder Punkt x € A7 eine eindeutige Darstellung = = 3 _ Ayeo,
und es ist >, A, = 1 und A, > 0 fiir alle v € o. (Selbstversténdlich ist
Ay = @p.) Sind nun y, € Y, v € o, Punkte in einer konvexen Teilmenge Y
eines euklidischen Raumes (zum Beispiel kann Y ein anderer Simplex sein),
so definiert dies eine stetige Abbildung

A° =Y

Z Av€y Z Aolv

veo veo

Aus solchen Abbildungen werden wir Abbildungen zwischen triangulierten
Raumen zusammensetzen.

14.5 Definition und Proposition. Es seien S, 7 abstrakte Simplizial-
komplexe und f: S — T eine simpliziale Abbildung. Dann wird eine stetige
Abbildung |f|: |S| — |T| dadurch definiert, dass

I/l

S| ||
TX‘E X}V[U]T
AT ASlo]

Zchf AvevHZved )‘”ef(v)

fir alle 0 € S kommutiert.

Dies verallgemeinert die Konstruktion aus [Proposition 12.7, wo f eine
Inklusionsabbildung war.

Beweis. Die Abbildung ist eindeutig definiert, da |S| = (J,cgim xo. Sie ist
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wohldefiniert, da fiir 7 C ¢ € § das Diagramm

XFo)
A flol T 14.1
EUEC’ AveUHZUEU >\”ef(u) A | | ( )
}i Zﬁaﬂ /
XFir)
AT ASlT]

Z'UET AveUHZUET Avef(v)

kommutiert. Sie ist stetig, da alle Kompositionen |f| o x, fiir o € S stetig
sind. g

14.6 Proposition. Es seien S, T, K abstrakte Simplizialkomplexe und
f:8—>T,g: T — K simpliziale Abbildungen. Dann gilt:

(i) idy(s) =1 ids: S — S st eine simpliziale Abbildung.
(ii) go f: S — K ist eine simpliziale Abbildung.
(iti) |go f| =lglo|f].

Kettenabbildungen

Wir werden beschreiben, wie eine simpliziale Abbildung lineare Abbildungen
zwischen den Homologiegruppen induziert. In einem Zwischnschritt werden
wir eine Abbildung zwischen den simplizialen Kettenkomplexen definieren.
Die entsprechende Art von Abbildungen definieren wir nun

14.7 Definition. Es seien C, D R-Kettenkomplexe. Eine Kettenabbildung
f: C — D ist ein System von R-linearen Abbildungen (f;: C; — D;)icz, so

dass

¢,——Dp,

.

Ci-1—D;
fir alle 7 € Z kommutiert.

14.8 Definition und Proposition. Ist f: C — D eine Kettenabbildung,
so definiert

[c] = [fi(c)]

fiir alle i € Z eine R-lineare Abbildung.
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Beweis. Wir miissen nur sicherstellen, dass die Abbildung wohldefiniert ist.
Sei ¢ € C; ein Zykel, also 9¢ = 0. Dann ist 9;(f;c) = fi—1(0;¢) = fi—1(0) =0,
also ist f;(c) ein Zykel und représentiert ein Element von H;(D).

Sei ¢ € C; ein weiterer Zykel, [¢/] = [¢]. Dann existert ein d € C;1, so dass

¢ =c+0p1d. Esist dann fi() = fi(c) + [i(0i+1d) = fi(c) + i1 (fi+1(d)),
also [fi(c)] = [fi(c)]. O

14.9 Definition und Proposition. FEs sei f: S — 7T eine simpliziale
Abbildung. Dann definiert

Cil(£): Cu(S) = Ci(T)
o ] v {[f(uox...,f(um #{f (wo).- ., flur)} = k41,

0, sonst

eine Kettenabbildung C(f): C(S) — C(T) und damit lineare Abbildungen
H(f) := Hi(C(f)): Hp(S) — Hy(T) fiir alle k € Z.
Ebenso definieren wir C(f): C(S) — C(T), H(f): H(S) — H(T).

Beweis. Wir wollen nachrechnen, dass C (f) eine Kettenabbildung ist. Wir
haben fir #{f(uo),..., f(ux)} = k+ 1, dass

fk_l(ak[u[), ... ,uk]) = fk1 (Z(—l)i[uO, R P uk])

Ist #{f(uo),..., f(ur)} <k, so ist offensichtlich

fk,l(bk[uo, e uk]) =0= Dk(fk[U,o, e ,uk]).

Ist #{f(uo),..., f(ur)} =k, so gibt es j < 7' mit f(u;) = f(uj) = v, und
fir diese erhalten wir
Jr—1k[uo, ... uz]) =
= fk—l ((—1)j[u0, e ,ﬂj, .. .,’LLk] + (—1)j/[’LLO, ce ,ﬂj/, e ,uk])
= (=1 [f(uo), .-, Fluj—1), F(wjs1), .- Fluji1), v, fF(wjn), -, fug)
(_1)jl[f(u0)7--~7f(uj—1)7v7f(uj+1)7---7f(uj’—1)7f(uj’+1)a-~-7f(uk)
= 0= 0p_1(fr[uo, ..., ux]),

]
]

_l’_

da die beiden Summanden durch j* — j — 1 Transpositionen ineinander
iiberfithrt werden, und (—1)"(—1)7"~7=1 = —(—1)7", so dass sie sich wegheben.
O
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Topologische Invarianz

Homologie wird erst durch folgendes Resultat, das zu beweisen wir leider
nicht mehr die Zeit haben, wirklich niitzlich.

14.10 Satz. Es ist mdglich, derart jeder stetigen Abbildung f: |S| — |7T|
zwischen Realisierungen von abstrakten Simplizialkomplezen eine Famile von
linearen Abbildungen H,(f): H.(S) — Hy(T) zuzuordnen, so dass folgendes
gilt.

(Z) Hr(f og) = Hr(f) OHr(g)'

(ii) Ist ¢: S — T eine simpliziale Abbildung und f = |¢|: |S| — |T|, so ist
H.(f) = Hy(¢).

Das selbe gilt fir reduzierte Homologie.
Wir nehmen dieses Resultat nun als gegeben hin.

14.11 Korollar. Ist f: |S| = |T| ein Homéomorphismus, so ist
H,.(f): He(S) = H(T)
ein Isomorphismus.

14.12 Proposition. S*~! ist kein Retrakt von D".

Beweis. Wir gehen wie bei [Proposition 9.11) dem Fall n = 2, vor, nur dass
wir Homologie an Stelle der Fundamentalgruppe benutzen.

Wir ersetzen das Paar (D", S"~!) durch das homéomorphe Paar (JA"|, [0A"),
das heifit, wir benutzen diese Triangulierung des n-Balls. Sei i: [0A"| — |A"|
die Inklusionsabbildung, und r: |A"| — [0A"| eine Retraktionsabbildung,
also r o ¢ = id. Das heif}t, dass das Diagramm von R&umen

pA”| —— |A"|

. T
1d|DAn|

LA

kommutiert. Mit [Satz 14.10| erhalten wir daraus fiir £ € Z das kommutative
Diagramm

- Hy,(4) -
Hy(0A") ———— Hy(A")

Hy(r
i‘%~ l 1
Da H(D") = 0, ist die Komposition Hy(r) o Hy(i) = id g, (oany trivial. Fiir
k =n — 1 ergibt sich ein Widerspruch zu H,,_;(0A™) = R. O
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14.13 Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz). Fir n > 0 hat jede stetige Abbil-
dung f: D™ — D" einen Fixpunkt.

Beweis. Wie fur den Fall n = 2. ]

Kettenhomotopien

Wir betrachten nun das algebraische Analogon zur Homotopie zwischen
stetigen Abbildungen. Wir beginnen mit Kettenabbildungen, die in diesem
Sinne homotop zur Nullabbildung sind.

14.14 Proposition. Es seien C', D Kettenkomplexe und (K, ),cz eine Famile
linearer Abbildungen K,: C, — D,.y1. Wir setzen f, := 0,41 K, + K,_10,.
Dann ist f: C — D eine Kettenabbildung und H,(f) =0 fir alle r.

Beweis. Um zu sehen, dass f eine Kettenabbildung ist, berechnen wir

frflor = (DrKrfl + Kr72ar71)0r =0, K10, + Ky 20 =0, K, 10y,
arfr = br(arJrlKr + Krflbr) = 0K, + 0, K, 10, = 0, K, _10,.

Sei nun [¢] € H,(C). Dann ist
H,(f)([d]) = [fr(0)] = Pri1Kre+ Kr10r] = 011 K] = 0,
da 0¢ = 0 und jeder Rand eine triviale Homologieklasse reprasentiert. O

14.15 Beispiel. Bei der Berechnung der reduzierten Homologie eines Ke-
gels S in [Proposition 14.1{ haben wir Abbildungen K,.: C,(S) — C,41 pro-
duziert, so dass idé(s) = 0K + K0. Es folgte, dass idHT(S) = Hr(idé(s)) =0,

also H,(S) = 0.

Kettenabbildungen von C' nach D bilden einen R-Modul. Wir haben
gerade einen Untermodul von Kettenabbildungen betrachtet, die wir als
aquivalent zur Nullabbildung betrachten wollen. Damit ist nun klar, wann
wir zwei Kettenabbildungen als dquivalent betrachten werden.

14.16 Definition. Es seien f,g: C' — D Kettenabbildungen. Dann ist
f =~ g genau dann, wenn Abbildungen K, : C, — D, existieren, so das
0K 4+ Ko = g — f. In diesem Fall heifle K eine Kettenhomotopie von f nach
g und f und g heien kettenhomotop.

Kettenkomplexe C, D heiflen kettenhomotopiedquivalent, C ~ D, wenn
Kettenabbildungen f: C' — D, g: D — C mit fog ~ idp, go f ~ id¢
existieren. In diesem Fall heifit f eine Kettenhomotopiedquivalenz.

14.17 Proposition. Kettenhomotopie und Kettenhomotopiedquivalenz sind
Agquivalenzrelationen. Ist f: C — D eine Kettenhomotopiedquivalenz, so ist
H,.(f): H.(C) — H,(D) fir alle r ein Isomorphismus.
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Beweis. Zur Transitivitat der Kettenhomotopie bemerken wir, dass, wenn
K eine Kettenhomotopie von f nach ¢ ist und K’ eine von g nach h, ihre
Summe K + K’ eine Kettenhomotopie von f nach h ist.

Um zu sehen, dass Kettenhomotopiedquivalenz reflexiv ist, zeigen wir,
dass fiir homotope Kettenabbildungen f, f': C — D und h,h’: D — E auch
hof~hof gilt. Dazusei f'— f =0K + Ko und ' — h =0K'+ K. Wir
setzen K” = hK + K'f'. Dann ist

K"+ K"o =ohK +0K'f' + hKo + K' "0
= hoK + hKo +0K'f' + K'o f!
= h(d0K + Ko)+ (0K' + K'd)f’
=h(f' = f)+ (K =h)f' =hf —hf.
Der Rest folgt dann rein formal wie fiir Homotopiedquivalenz von Raumen.
Schliefflich sei f ~ g: C'— D. Wir haben in [Proposition 14.14] gesehen,

dass dann H,(g — f) = 0. Nun ist H, aber additiv, also ist H,(g) — H,(f) =
H,(9—f)=0. 0

14.18 Beispiel. Es set 7 ein Baum und vy € V(7). Es sei ¢: 7 — A die
simpliziale Abbildung c(u) := 0 und j: A® — 7T die simpliziale Abbildung
7(0) := vg. Es ist offenbar ¢ o j = idpo.

Bei der Beschreibung von H; hatten wir fiir einen Baum 7 vor
eine Abbildung K: Co(7) — C1(7) definiert. Nennen wir diese nun
Ky und setzen wir K, :=0: C.(7) — Cr41(7) fur r # 0. Wir haben dort

01 Ko+ K100 = 01 Ko = —Co(j o ¢) + idey (1)
und
02K + Koo = Kod1 = ide, (1)
berechnet, insgesamt also (da Cy(j o ¢) = 0)

0K + Ko = —C(j o C) + idc(g‘)

und damit
C(j) o C(c) = C(joc)~ider).

Es ist also C(c): C(A) — C(7) eine Kettenhomotopiedquivalenz und
Hy(c): Hy(A%) — Hy(7T) ein Isomorphismus fiir alle k& und insbesonde-
re Hy(7) = R und Hi(7T) = 0 fiir & # 0. Den nicht trivialen Fall k = 1
haben wir so dhnlich schon in [Proposition 13.14] (und danach) gezeigt.
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Homologie 11I: Homotopieinvarianz,
FEulercharakteristik und lange
exakte Sequenzen

Homotopieinvarianz

Wir wollen die Homotopieinvarianz der Homologiegruppen zeigen. Da eine
Homotopie zwischen zwei Abbildungen von |S| in einen anderen Raum eine
Abbildung von [S| x I in diesen Raum ist, wollen wir zunéchst |S| x I
triangulieren. Wir kénnten allgemeiner Produkte von Simplizialkomplexen
betrachten, aber wir belassen es bei diesem Spezialfall.

15.1 Definition und Proposition. Es sei S ein Simplizialkomplezr. Auf
V(S) sei eine totale Ordnung gewdhlt. Wir definieren

Sx A= {0}YU ((S\ {0}) x {0,1})U
U {{(v0,0),...,(v;,0), (v, 1),..., (vg, 1)} :
0<i<ky<uv < ...,Uk,{’l)(],...,vk}ES}.

Dann ist S := Al ein Simplizialkomplex mit V(S := A!) = V(S) x {0,1}.
Fiir p € {0,1} ist

Z'p:S—>S><A1
v (v,p)

eine simpliziale Abbildung, und es existiert ein Homdéomorphismus |S x Al| ~
|S| x I, So dass das Diagramm

S|

\ x—(z,1)
li1]

IS x A =58 x I

léol
z—(z,0)

S|

kommutiert.

144
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Nehmen wir die topologische Invarianz als gegeben hin, so reduziert sich
die Homotopieinvarianz auf folgendes Lemma.

15.2 Lemma. Fs sei S ein abstrakter Simplizialkomplex. Dann ist
Hk(lo) = Hk(il)Z Hk(S) — Hk(S X Al)
fiir alle k und eine beliebige totale Ordnung auf V(S).

Beweis. Wir werden zeigen, dass C(ig) ~ C(i1). Dazu definieren wir

K,: Ch(S) — Cri1(S x AY)
k

[voy ... V] — Z(—l)s[(vg, 0),...,(vs,0), (vs, 1), ..., (v, 1)],

s=0
wobei wir vg < --- < v annehmen. Durch Rechnung zeigen wir dann, dass
DrJrlKr + Krflbr = Cr(zl) - CT(iO)a

woraus die Behauptung folgt. Die Rechnung benutzt zum Beispiel, dass
fir 0 < j < r die Gleichung [(vo, ..., (v},0), (vj, 1), (vjt1,1),..., (v, 1)] =

[(vo, . .., (v,0), (m), (vj+1,1), ..., (vr, 1)] gilt, was dafiir sorgt, dass sich
die entsprechenden Terme wegheben. O

15.3 Proposition. Es secien S, T Simplizialkomplexe und fo, f1: |S| — |7T|
stetige Abbildungen mit fo ~ fi. Dann ist H.(f) = H,(g): H-(S) — H,(T)

fiir alle r.

Beweis. Sei h: |S x Al = |S| x I der Hombomorphismus von oben und
F: |S|xI — |T| eine Homotopie von fp nach fi. Dann ist fo = Foholig| und
fi1 = Foholiy|. Daherist H,.(fy) = H,(Foh)oH,(|ig|) = H.(Foh)oH,(iy) =
H.(Foh)oH,(iy) = H-(Foh)o H,(|i1]) = H.(f1). [l

15.4 Korollar. Ist f eine Homotopiedquivalenz, so ist H(f) ein Isomor-
phismus.

Die Euler-Charakteristik

Eine Homotopieinvariante von Kettenkomplexen und, aufgrund der topologi-
schen Invarianz der Homologie, von Raumen, die sich aus den Homotopie-
gruppen ableiten lasst, aber zumindest in Spezialfillen viel dlter ist, ist die
Euler-Charakteristik.

Um die Algebra zu vereinfachen, nehmen wir an, dass wir iber einem
Korper R = k arbeiten.
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15.5 Proposition. Es sei C ein Kettenkomplex, so dass @, C; endlich-
dimenstonal ist. Dann ist

x(C) = Z( “dimy, C; = Z )¢ dimy, H;(C).

i

Beweis. Es ist

dim C; = dimim 0; + dim ker 0; = dim B;_1 + dim Z;

und
dim H;(C) = dim Z; — dim B;,
also
Z( d1m C; = Z dlm Z; — Z dlm B; =
= Z )t dim H;(C).
wie behauptet. D

15.6 Korollar. Es sei S ein endlicher Simplizialkomplex und f;(S) die Zahl
der i-Simplizes von S. Dann ist fiir einen beliebigen Korper k

X(8) =Y (~1)'fi(8) =Y (—1)" dim Hy(S; k)

i>0 i>0

und

X(S) =D () i(S) = Y (—1)" dim Hy(S; k).

i>—1 i>—1

Beweis. Es ist
0, 1 <0,
fl( )7 Z Z _]-7

0, i< —1,

dlmCZ(S) = {

dim Cy(S) = {

und die Behauptung folgt aus der vorhergehenden Proposition. O

Insbesondere haben wir also, dass x(S) eine Homopieinvariante ist: Ist

S| =~ |T], so ist x(S) = x(T).
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Exakte Sequenzen

15.7 Definition. Eine Sequenz von R-Moduln und R-linearen Abbildungen

fi-1
.._)AZI—)A Z‘+1_>...7

die endlich oder unendlich sein kann, ist exakt bei dem Modul A;, wenn
ker f; = im f;_1. Sie ist ezakt, wenn sie bei allen Moduln exakt ist, bei denen
das definiert ist. Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz der Form

0—-A4LB% oo

Dass diese Sequnenz exakt ist, bedeutet, dass f injektiv ist, g surjektiv und
dass ker g = im f.

15.8 Definition. Eine Sequenz von R-Kettenkomplexen und R-Kettenabbildungen
Az 1 f- Az f Az+1 .

heifit ezakt, wenn fir jedes k € Z die Sequenz

Az 1 fk Az fk Az+1 .
von R-Moduln und R-linearen Abbildungen exakt ist.

15.9 Lemma. Se:
0-ALBYS oS0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann ist

Hi(A Hy(B Hi,(C)

fir alle k € Z exakt.

Beweis. Da im f C kerg ist go f = 0, also Hg(g) o Hi(f) = Hig(go f) =
Hi(0) =0, also im Hy(f) C ker H(g).

9k+1
Briy1i —— Cry1 ——0

N,

Ay, B, —% 0,
[
fr
0 Ap 1 5 B,y

Sei (3 € ker Hy(g). Esist 8 = [b], b € By, 0b = 0. Da 0 = Hy(g9)([0]) = [gx(D)],
existiert ein ¢ € Ciyq mit 9¢ = gx(b). Da ggy1 surjektiv ist, existiert ein



14815. Homologie II1: Homotopieinvarianz, Fulercharakteristik und lange exakte Sequenzen

d € Byyi mit gri1(d) = c. Es ist also gp(b — 0d) = gr(b) — gr(0d) =
9k(b) — 0(gr+1(d)) = gr(b) —dc = 0. Da ker gy C im fy, existiert ein a € Ay,
mit fr(a) = (b —0d). Es ist fr_1(0a) = 0(fr(a)) = o(b—0d) = 2b = 0,
und da fi_ injektiv ist, ist 9a = 0. Also ist [a] € Hi(A) und Hi(f)([a]) =
[fx(a)] = [b—0d] = [b] = . Das zeigt ker Hi(g) C im Hy(f). O

15.10 Bemerkung. Beweise durch Diagrammjagd wie dieser mogen zu-
néchst abschreckend wirken, sind aber mit etwas Ubung meist einfach. Man
versuche, den Beweis alleine zu reproduzieren, um sich davon zu iiberzeugen.

Bei dem letzten Beweis scheinen wir weniger herausbekommen zu haben
als wir hineingesteckt haben. Wir brauchten, dass ¢ surjektiv und f injektiv
ist, und haben doch nur die Exaktheit der Homologiesequenz in der Mitte
erhalten. In der Tat muss beispielsweise Hy(g) nicht surjektiv sein. Ist [c] €
Hy(C), so existiert zwar ein b € By, mit gx(b) = ¢, aber dies muss kein Zykel.
Wir wissen nur, dass gx—1(0b) = 9(gr(b)) = 0c = 0. Statt 9b = 0 wissen wir
also nur 0b € im fj_;. Dies fiihrt zu folgender Definition.

15.11 Definition und Proposition. Se:

0-A4LBL oo
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann definiert
0. ([gk(D)]) = [a] mit a € Ag—1 und fr_1(a) = 0b
eine lineare Abbildung
0.1 Hy(C) — Hy—1(A).

Beweis. In der Bemerkung vor der Definition haben wir bereits gesehen,
dass solche a und b immer existieren. Sobald wir gezeigt haben, dass 0.,
wohldefiniert ist, folgt aus der Linearitdt von gg, 0 und fr_; die von 0,. Wir
zeigen also die Wohldefiniertheit.

Zunéchst einmal ist zu zeigen, dass a ein Zykel ist. Es ist aber fi_o(da) =
0fk—1(a) =00b =0 und fx_o ist injektiv.

Weiter zeigen wir, dass [a] von der Wahl von a und b unabhéngig ist.
Es seien also zusétzlich o/, ' gegeben und fx_1(a’) = o, grp(b') = gr(b).
Dann ist b — b € ker gy, = im f. Es sei d € A mit fi(d) = b — V. Dann
ist fr_1(0d) = 0fp(d) =0(b—¥") = fr_1(a — a') und, da fr_1 injektiv ist,
0d =a—d, also [a] = [d/]. O

15.12 Proposition (kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen liefert
lange exakte Sequenz in Homologie). Sei

0-AaLBL oo
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eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann ist die Sequenz

Hy(A) Hld), Hy(B) Ao, Hy(C) 25 Hy_1(A) H1lD), Hy_1(B)

exakt.

Beweis. Es bleibt die Exaktheit bei Hi(C) und Hy_1(A) nachzupriifen.

Wir beginnen mit der Exaktheit bei Hy(C). Sei [b] € Hi(B). Dann ist
Hi(g) (1) = [9e(8)] und b = 0 = fu_ (b), also 2. (Hu(g) () = [0] = 0. Sei
nun vy € Hg(C), 04(7) = 0. Dann gibt es ein d € A, und ein b € By, so dass
v = [gk(b)], b = fr—1(0d). Es ist dann 9(b — fr(d)) = 0b — fr_1(dd) = 0,
also représentiert b — fi(d) ein Element [b — fx(d)] € Hg(B) und es ist
Hi(9)([b = fr(d)]) = [k () — gr(fr(d)] = [gr(D)] = 7.

Nun zur Exaktheit bei Hi_1(A). Ist & € im0y, so ist & = [a] mit
fr—1(a) = 0b fir ein b € By. Es ist also Hx_1(f)(a) = [fr—1(a)] = [00] = 0.
Sei andererseits a = [a], Hi—1(f)(a) = 0. Dann existiert ein b € By, mit
b = fr-1(a). Dadgi(b) = gr—1(0b) = gr—1(fx—1(a)) = 0, reprisentiert gy (b)
ein Element von Hy(C), und es ist 0.[gx(b)] = [a] = a. O

Wieder vergewissere man sich, dass es einfacher ist, den Beweis selbst zu
fihren als ihn nachzuvollziehen.

15.13 Beispiel (H(0A™)). Bei der Berechnung von H(dA™) haben wir die
Kettenkomplexe C'(0A™) und C(A™) verglichen und Hj(A™) = 0 benutzt.
Wir wollen dieses hier noch einmal etwas systematischer tun. Fassen wir
Cr(d0A™) als Untermodul von Cy(A™) auf, so ist C(0A™) ein Unterkomplex
von C (A™), das heiit die Inklusionsabbildungen bilden eine Kettenabbildung
i: C(OA™) — C(A™). In einer solchen Situation bilden die Quotientenmo-
duln auch immer einen Kettenkomplex und die Quotientenabbildungen eine
Kettenabbildung. In unserem Fall ist es besonders einfach, denn

~ ~ R, k=n
Cr(A™)/Cr(d0A") = ’
H(A")/C(0A") {Q o
Jedenfalls haben wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
0— C(A™) L C(A™) L C(A™) /C(A™) — 0.

Daraus erhalten wir fiir k£ € Z eine exakte Sequenz

0~ I:Ik:—i-l (An) Hyy1(5)

Hyy1(5) Hy(4)
—

Hy, 1 (C(A™) /C(A™) 25 Hy(dA™) 222 HL(A™) 220
das heifit, die Abbildung 0,: Hyy1(C(A")/C(OA")) — Hi(0A™) ist ein

Isomorphismus und damit

~ m o~ Ry E+1=mn,
H’“(DA):{O ktl#n
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wie zuvor. Da Cy,(A™)/C,,(0A™) von p([0, ..., n]) erzeugt wird und
0*([2?([0, s 7n]]) = [0[07 ce ’nH € ﬁn—l(aAn))

erhalten wir auch wieder, dass 9[0,...,n] den Erzeuger von H,_;(dA™)
reprasentiert.

15.14 Beispiel. Ahnlich kénnen wir den Beweis von |Proposition 13.15|
umformulieren. Es sei also S ein nicht-leerer zusammenhéngender Simplizial-
komplex und 7 ein aufspannender Baum. Wir haben bereits in
gesehen, dass 7 die Homologie eines Punktes hat. Wir betrachten nun dhnlich
wie im vorhergehenden Beispiel die kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-

xXen

0—O(T) 5 C(S) 2 C(S)/C(T) — 0.

Der fiir uns interessante Teil der zugehorigen langen exakten Sequenz ist

Hi(p) Ho(7)
— —

0= Hy(T) — Hi(S) 22 m,(C(8)/C(T)) 2 Ho(T) 222 Hy(s).
Wir wissen, dass Ho(7) = R, erzeugt von der Klasse einer Ecke, und aus
unserer Diskussion von Hj folgt nun leicht, dass Hy(i) injektiv ist. Da-
mit ist aufgrund der Exaktheit 0, = 0 und H;(p) ein Isomorphismus. Es
ist also Hi(S) = Hi(C(S)/C(T)), und wir sollten letzteren Kettenkom-
plex untersuchen. Da 7 aufspannend ist, ist Cy(S)/Co(7) = 0. Es ist also
Z1(C(S)/C(T)) = C1(S)/C1(T). Dieser Modul hat eine Basis in Bijektion zu
den Kanten von S, die nicht in 7 sind. Andererseits ist C2(S)/C2(7T) = Co(S),
7 eindimensional ist. Es ist also By (C(S)/C(7)) = im (p1 o DZC(S)). Propos

sition 13.15(folgt nun aus H; = Z;/B;.

Die Mayer—Vietoris—Sequenz

Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex und Ky, 1 seien Unterkomplexe.
Wir nehmen an, dass § = Ky U K1 und wollen nun einen Zusammenhang
zwischen H(S), H(Ky), H(K1) und H(KoNK;) herstellen. Meist werden wir
H(S) aus den anderen drei bestimmen wollen.

Wiéhlen wir fiir jeden k-Simplex aus S eine Orientierung, so gibt uns
das eine Basis von C’k(S), und zwar so, dass sie Vereinigung von Basen von
ék(lCo) und ék(lCl) ist und der Schnitt dieser beiden Basen eine Basis von
C’k(Ko N K1) ist. Es folgt, dass

Cr(5%)
A -1 - - ~ ’iO ~ 7;1 -~
( Cr(j )) Cr(Ko) @ Cu(KC1) Cr(i°)+Cr(i")

0—>C~'k(/C0ﬁK1) Cr(S) — 0
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eine kurze exakte Sequenz ist, wobei i*: Iy — S, j°: KgN K1 — K, die
(simplizialen) Inklusionsabbildungen bezeichnen. Da auflerdem

( C'k(jo))
~ _&GY) . - O (i) +Cu (i)
Cr(Ko N K1) £ (ko) @ Ci(Ky) — :

o (e Jpeen

~ —C—
Cr1 (Ko N ) o—1(3")

Ci(S)

:
- - Cr1(i®)+Cr_1 (i)~
Cr-1(Ko) @ Chor (K1) —————= C1r_1(S)

kommutiert und auch die mittlere Spalte Teil eines Kettenkomplexes ist (da
(Dkll D Dk—l) o (Dk D Dk) = (Dk—l o Dk) D (Dk—l o Dk) =060= 0), haben wir
also eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

(eo) .

- - ~ ’iO ~ il
0 — CllKon K1) ~—CY22 G(icy) @ Cicy) S,

O(S) — 0.

Nun bemerken wir noch, dass Homologie mit direkten Summen vertauscht
und erhalten mit [Proposition 15.11|folgendes Ergebnis.

15.15 Satz (Mayer—Vietoris). Es sei S ein abstrakter Simplizialkomplex
und Ko, K1 Unterkomplexe, so dass S = Ko U K1. Dann existiert eine lange
exakte Sequenz

f?k(jo)

~ (1 - -
Hk(/C() N Kl) % Hk(ICO) S Hk(lcl)

(L)

und ebenso fir nicht reduzierte Homologie. O

Hy, (i%)+Hy (i)
—
— Hy(8) 2 Hy 1 (Ko N KY) Hi_1(Ko) ® Hp_1(K1)

15.16 Beispiel. Sei S die folgende Triangulierung der projektiven Ebene.

Es sei K1 := S\ {{1,2,3}} und Ky := P({1,2,3}). Es ist Ky = A% und
KonN kK & VA2,

Die interessante Teil der reduzierten Mayer—Vietoris—Sequenz ist in diesem
Fall daher (beginnend mit Ho(Ko) ® Ho(K1) =06H 0 =0)

- - “AGY o~ -
0 — Hy(S) LN H (Ko N K1) M Hy(Ky) —)> Hy(S) — 0.
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Wir haben also~ﬁ2(S;R) >~ ker H,(j'), Hi(S; R) = H,(K1)/im H,(j') und
miissen daher Hy(j!) untersuchen. Es sei

L= {®7 {4} ) {5} ) {6} ) {47 5} ) {57 6} ) {47 6}} C Ky

und f: £ — K; die Inklusionsabbildung. Da |f|: |£| — |Ki| eine Homo-
topiedquivalenz ist, ist Hi(f): Hi(L£) — Hi(K1) ein Isomorphismus. Da
£ = 0A?, wissen wir, dass H; (L) 2 R mit Basiselement [[5, 6] — [4, 6] + [4, 5]].
Diese Klasse bildet also auch eine Basis von H;(K;). Ebenso haben wir

Hi(Ko N K1) 2 R mit Erzeuger [[2,3] — [1,3] + [1,2]]. Nun ist in C'(K;)

0([1,4,5] — [1,2,5] + [2,5,6] — [2,4, 6]

—[2,3,4] + [3,4,5] + [3,5,6] + [1,3,6] — [1,4,6])
= [4,5] — [1,5] + [1,4] — [2,5] + [1,5] — [1,2] + [5,6] — [2,6] + [2,5]
— [4,6] + [2,6] — [2,4] — [3,4] + [2,4] — [2,3] + [4,5] - [3,5] + [3,4]
+[5,6] — [3,6] + [3,5] + [3,6] — [1,6] + [1,3] — [4,6] + [1,6] — [1,4]
= [4,5] — [1,2] +[5,6] — [4,6] — [2,3] + [4,5] + [5,6] + [1, 3] — [4, 6]
= 2([5,6] = [4,6] + [4,5]) — ([2,3] = [1,3] + [1,2]),

also in Hy (K1)
[[273] - [173] + [172” = 2[[5a6] - [4> 6] + [47 5]]
Wir haben also ein kommutatives Diagramm

ﬁl(’(:(] N Kl) 14) HI(ICI)
1H[[2y3]—[173]+[172]q% Tl'—’[[576]—[476}+[475ﬂ

1%

R 2 R.
Damit ist
Hy(S; R) = ker H (%) = {r € R: 2r = 0},
H((S;R) = H(K,)/im H,(j') = R/2R,
beispielsweise
Hy(RP?:Z) =0, Hy(RP%Q) =20,  Hy(RP%Zy) = Zy,

H(RP%Z) =7y,  Hi(RP%Q) 20,  H(RP%Zy) = Zo.



Abschnitt 16

Literatur

Das Buch zu dem Stoff, der bei uns in Topologie I behandelt wird, zu
empfehlen, fallt schwer. Wahrscheinlich gibt es deshalb eine so grofie Zahl an
Skripten zur Topologie I, denen ich hier zu allem Uberfluss auch noch eines
hinzufiige.

Meine erste Buchempfehlung sei eine, die hier eigentlich inhaltlich nicht
herpasst. Das Buch von Bredon [Bre93| ist eines iiber algebraische Topologie,
aber fast alles von dem, was wir hier tun werden, ist dort in den Kapiteln 1
und 3 enthalten. Das wenige, das wir in dieser Vorlesung an Homologietheorie
behandeln, ist in [Mun84] zu finden.

Drei Biicher, die sich eher an die Horer dieser Vorlesung richten, sind
[QueT3], [Jan80] und [Mun75]. Querenburg behandelt auf wenig Raum viel
mengentheoretische Topologie, enthilt aber im Gegensatz zu den anderen
beiden Banden kein Material iiber die Fundamentalgruppe. Janichs Buch
enthalt auch viele erhellende Passagen mit erzéhlendem Charakter, es wird
sich daher wohl auch schon auf Nachttischen und nicht nur auf Schreibtischen
wiedergefunden haben. Uber das Buch von Munkres kann ich nicht viel sagen,
es scheint aber inhaltlich gut zu unserer Vorlesung zu passen.

Wem das alles zu wenig abstrakt ist, der findet wie immer bei Bourbaki
Hilfe. Von [Bou65] werden wir nur Kapitel 1 und 9 benétigen. Ein ,echtes
Buch iiber mengentheoretische Topologie ist Engelkings Werk [Eng77], in
dem man angeblich alles findet.

Ein Buch einer ganz anderen Art ist das von Steen und Seebach. Sucht
man einen Raum mit Eigenschaften o und § aber weder v noch J, so hat
man gute Chancen, ihn in [SS70] zu finden.

¢

[Bou65] BoOURBAKI, N. Topologie Général, Bd. 3 von Eléments de mathé-
matique. Hermann, Paris, 1965.

[Bre93] BREDON, G. E. Topology and Geometry, Bd. 139 von Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1993.

[Eng77] ENGELKING, R. General Topology. PWN, Warszawa, 1977.

[Jan80] JANICH, K. Topologie. Springer-Verlag, 1980.
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