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Lieferung 1

Metrische Raume und
Homoomorphie

Metrische Raume

Fine ebenso richtige wie nichtssagende Antwort auf die Frage, was denn
Topologie sei, wire ,das Studium stetiger Abbildungen.” Stetigkeit kennen wir
bisher als Eigenschaft von Funktionen zwischen Teilmengen des euklidischen
Raums oder allgemeiner zwischen metrischen Réumen.

1.1 Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik auf X ist eine
Funktion d: X x X — R, so dass

(i) d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = v,
(i) d(x,y) =d(y,x) fir alle z,y € X (Symmetrie),
(iii) d(z,2) 4+ d(z,y) > d(x,y) fir alle x,y,z € X  (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf ihr.

Wir werden den metrischen Raum (X, d) nur mit X bezeichnen, wenn
keine Verwechslungsmoglichkeit besteht.

1.2 Beispiele und Definitionen.

> Der euklidische Raum R™ mit der Metrik d(z,y) = (Zk(xk - yk)Q)%
ist wohl der metrische Raum, den wir am besten kennen. Wenn wir
von dem R" als metrischen Raum reden, ohne nadher die Metrik zu
bestimmen, werden wir immer diese meinen.

> Ist (X, d) ein metrischen Raum und Y C X, so ist auch (Y, d|y«y) ein
metrischer Raum. Insbesondere kénnen wir also jede Teilmenge eines
euklidischen Raumes als metrischen Raum auffassen.
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> Eine beliebige Menge X wird durch die diskrete Metrik

d: X x X —=R

0, 2=y
(z,y)
L, z#y

zu einem (nicht sehr spannenden, aber durchaus wichtigen) metrischen
Raum.

1.3 Definition (Stetigkeit). Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume
und f: X — Y eine Funktion. Ist x € X, so heifst f stetig in x, wenn zu
jedem e € R, ¢ > 0, ein § € R, § > 0 exisitiert, so dass fiir alle 2/ € X
mit dx (z,2") < ¢ gilt, dass dy (f(z), f(z)) < . Die Funktion f heift stetig,
wenn sie in jedem z € X stetig ist.

Fiir ein paar wichtige Teilmengen von euklidischen Rdumen legen wir
Bezeichnungen fest.

1.4 Notation. Es sei
I'={zeR:0<z<1}
das Einheitsintervall und fiir n € N
D" :={z e R": |jz]| <1}
die n-dimensionale Scheibe (auch Ball oder Kugel genannt) und
S"i={z e R"M: ||z|| = 1}

die n-dimensionale Sphére, wobei ||e|| die euklidische Norm bezeichne.

Homoomorphie

In der Topologie betrachtet man Raume meist nur bis auf Homéomorphie,
eine Aquivalenzrelation, die wir jetzt definieren.

1.5 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen
heifst ein Homdomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige Abbildung
g:Y — X gibt, so dass fog =idy, go f = idx. Zwei Rdume X und Y
heilken homdomorph, X ~ Y, wenn zwischen ihnen ein Homdomorphismus
existiert.

Etwas direkter ausgedriickt ist ein Homdéomorphismus also eine stetige
Bijektion, deren Umkehrfunktion auch stetig ist.
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1.6 Beispiel. Man betrachte I" = {(x1,...,z,) € R": z; € I fiir alle k}.
Die Abbildung

In_)Dn
L 2ram gy maa = 12w £ (1/2,1/2,...,1/2),
0, z=(1/2,1/2,...,1/2),

ist ein HomGomorphismus mit inverser Abbildung
Dn — ITL

T g, x#0,
l‘&—)(1/2,1/2,...,1/2)_|_{Qmaxkxk||| | xfo

wie man durch Nachrechnen feststellt.

1.7 Beispiel. Die Abbildung
[0,27) — St = {(2,y) € R*: 2® + > =1}

x +— (sinz, cosx)

ist stetig und bijektiv, aber kein Hombomorphismus, denn die Umkehrab-
bildung ist bei (0,1) € S! unstetig. In der Tat sind [0,27) und S* nicht
homéomorph; um das zu zeigen, konnte man die Kompaktheit von S aus-
nutzen, oder dass [0, 27) einen Randpunkt hat, S aber nicht, oder dass S!
nie in zwei Teile zerfillt, wenn man einen Punkt herausnimmt, oder ... Zu
alledem spéter mehr.

1.8 Beispiel. Man betrachte einen Doughnutﬂ und eine Kaffeetasse als Un-
terraume des R3. Diese sind homdomorph, wie wir jetzt andeuten wollen.
Zunéchst schlagen wir von der Tasse den Henkel ab, markieren aber auf
beiden Teilen die Bruchstelle. Ebenso schneiden wir den Doughnut so in zwei
Teile, dass jeder von ihnen wie ein Henkel aussieht. Nun gibt es schon einmal
einen Homoéomorphismus von dem Tassenhenkel zu der einen Doughnuthélfte,
der Bruchstelle auf Schnittstelle abbildet. Die zweite Doughnuthélfte ist ein
(gebogener) Zylinder, also, da wir ja bereits in gesehen haben, dass
Kanten nichts ausmachen, ein Ball. Von dem von der Tasse iibriggebliebenen
Becher bemerken wir, dass er auch bis auf Homéomorphie nichts anderes ist
als ein Ball, auch wenn er recht platt ist und gebogen im R3 liegt. Nun gibt
es zwischen diesen beiden Stiicken also wieder einen Homéomorphismus, und
zwar sogar einen, der wieder Bruchstelle auf Schnittstelle abbildet. Das ganze
lasst sich so einrichten, dass die beiden Hom6omorphismen an der Bruch- be-
ziehungsweise Schnittstelle zusammenpassen und so einen Homéomorphismus
von der Tasse zum Doughnut liefern.

'Man verzeihe die Amerikanisierung. Natiirlich gibt es auch deutsches Gebick gleicher
Form, und das schmeckt sicher auch zu Kaffee.
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Abbildung 1.1: Torus in Mathematica

1.9 Beispiel. Den Doughnut aus dem letzten Beispiel nennen wir iblicher-
weise den Volltorus, seinen Rand den Torus. Als Rotationskorper im R? erhilt
man sie zum Beispiel als

{(wsing,zcos,y): (z,9,6) € RS, (x — 2% +y2 <1}
fiir den Volltorus und

{(zsing,zcosd,y): (z,y,¢) € R3, (x —2)* +y> =1}

fiir den Torus, man vergleiche mit Figure [I.1] on page[8] die die Mathematica—
Ausgabe fiir

ParametricPlot3D|
{Sin[phi](Sin[rho| + 2), Cos[phi](Sin[rho| + 2), Cos[rho|},
{phi, 0,2Pi}, {rho,0,2Pi}]

zeigt. Hier wurde also auch noch {(z,y): (z —2)? 4+ y* = 1} durch (sinp +
2, cos p) parametrisiert.

Natiirlicher jedoch erhilt man diese Réume als Teilmengen des R* =
R? x R?, niamlich den Volltorus als S' x D? und den Torus als S' x S!. Ein
Homd&omorphismus ist in beiden Féllen die Einschrinkung der Abbildung

]R4 _ R3

(1,22, 23, 24) — ((23 + 2)x1, (23 + 2)T2, T4)
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und die Umkehrabbildung die Einschrankung von

(R?\ {0}) x R — R*

X1 xI9 2 2
($1,$2,£L’3)|—> 3 R 3 27\/ .%'1+ZC2—2,$3
Vi +ay Vaf +a)

Das Nachrechnen ist léstig, aber elementar.

1.10 Beispiel. Ist X eine Menge, auf der zwei Metriken d und d’ definiert
sind, und gibt es eine Konstante C' > 0, so dass d'(z,y) < Cd(z,y) fiir alle
x,y € X, so ist die Abbildung

i (X,d) — (X,d)

r+— T

stetig (setze ¢ := &); gibt es auferdem ein C” > 0, so dass d(z,y) < C'd'(z,y),

so ist 4 ein Hom6omorphismus. Dies lésst sich auf die Metriken dy,(x,y) :=
1

O klze —yklP)?, p > 1 und doo(, y) := maxy|z, — yi| auf R™ anwenden, die

also alle homdomorphe Raume liefern, denn es ist ja

doo(7,y) < dp(z,y) < di(2,y) < ndeo(,y).

1.11 Beispiel. Die Abbildung tan: (—7/2,7/2) — R ist ein Homéomorphis-
mus, denn sie ist stetig und hat die stetige Umkehrabbildung arctan.

Das letzte Beispiel zeigt, dass Vollstandigkeit keine Eigenschaft ist, die
von einem Homoéomorphismus erhalten bleibt: R ist vollstiandig, aber das
offene beschriankte Intervall (—m/2,7/2) nicht. Das liegt daran, dass stetige
Abbildungen im allgemeinen Cauchy-Folgen nicht auf Cauchy-Folgen werfen,
das ist nur fiir gleichméfig stetige Funktionen der Fall.

Die letzten beiden Beispiele zeigen, dass eine Metrik viel mehr Information
tragt, als man wirklich braucht, wenn man nur an Eigenschaften interessiert
ist, die unter Hom6omorphie erhalten bleiben. Eine wesentlichere Rolle als
die Metrik selbst werden die offenen Mengen spielen, die von ihr bestimmt
werden.

Offene Mengen

1.12 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Fiir € > 0 ist die e-Umgebung
eines Punktes # € X die Menge B.(z) := {2/ € X: d(z,2') < ¢}. Eine
beliebige Menge U C X heifit Umgebung von x, wenn es ein € > 0 gibt, so
dass B:(z) C U. Eine Menge U C X heifst offen, wenn sie Umgebung eines
jeden der Punkte ist, die sie enthélt.
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1.13 Bemerkungen.
> Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort, dass B.(x) offen ist.

> Wir haben den Begriff der offenen Menge mit Hilfe des Begriffes der
Umgebung definiert. Andersherum gilt: Fine Menge U ist Umgebung
von x, wenn eine offene Menge O existiert, so dass x € O C U. Beachte,
dass wir, im Gegensatz zu einigen Autoren, nicht fordern, dass U selbst
offen ist.

1.14 Beispiel. Ist X mit der diskreten Metrik versehen, so gilt fiir jedes
v € X, dass By y(v) = {r} ist, also ist {x} eine Umgebung von x und jede
Teilmenge von X offen.

Um stetige Abbildungen zu beschreiben, geniigt es vollig, die offenen
Mengen der beteiligten Rdume zu kennen.

1.15 Proposition. Seien X, Y metrische Riume und f: X — Y eine
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) f ist stetig.
(ii) Fiir jede offene Menge U C'Y st auch f~1[U] offen.

Beweis. ,,=*: Sei f stetig und U C Y offen. Sei z € f~1[U], also f(z) € U.
Da U offen ist, gibt es dann ein € > 0, so dass B.(f(z)) C U. Aufgrund der
Stetigkeit von f existiert nun ein § > 0, so dass f[Bs(x)] C B:(f(z)). Das
heiftt, dass Bs(x) C f~1[U]; also ist, da = beliebig gewiihlt war, f~1[U] offen.

,<=": Sei f nicht stetig. Dann existiert ein x € X und ein € > 0, so dass
es zu jedem ¢ > 0 ein 2’ € Bs(x) gibt, so dass f(2') ¢ B:(f(x)). Es gibt also
kein § > 0, so dass Bs(z) C f~[Be(f(z))] wire. f~1[B.(f(x))] ist also keine
Umgebung von x und damit nicht offen, obwohl B.(f(x)) offen ist. O

1.16 Korollar. Fine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen ist
genau dann ein Homoomorphismus, wenn f bijektiv ist und fir alle Mengen
M C X gilt, dass f[M] genau dann offen ist, wenn M offen ist. O

Die offenen Mengen sind also tatséchlich, worauf es ankommt, wenn man
Réume bis auf Homdomorphie betrachtet. Die folgenden Eigenschaften der
Familie der offenen Mengen eines metrischen Raumes sind so fundamental,
dass wir sie bald zu Definitionen erheben werden.

1.17 Proposition. In einem metrischen Raum X gilt:
(i) Der Schnitt einer endlichen Menge von offenen Mengen ist offen.
(ii) Die Vereinigung einer beliebigen Menge von offenen Mengen ist offen.

(iii) Sind x,y € X und ist x # y, so existieren offene Mengen U,V C X
mitzeU,yeV,UNV =0.
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Beweis. Zu Seien Uy, ..., U, offen, r € N, und sei « € (), Uy. Dann gibt es
e > 0, so dass B, () C Uy. Mit € := min{ey} ist ¢ > 0 und B:(z) C (), Ug.
Zu|(iD)} Sei ¢ C P(X), und U offen fiir alle U € U. Sei nun z € (JUY. Dann
gibt es ein U € U, so dass z € U, und damit ein ¢ > 0 mit B.(x) € U C JU.
Zu[(iib} Ist x # y, so ist & := d(x,y)/2 > 0. Sei nun z € B.(z). Dann ist
nach der Dreiecksungleichung z ¢ B.(y). Also ist B:(z) N B:(y) = Q. O
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Topologische Raume

Die Kategorie topologischer Raume

Wir haben gesehen, dass es, wenn man Rdume — das waren bisher metrische
R&ume — bis auf Hom6omorphie betrachtet nur auf die offenen Mengen
ankommt und haben angekiindigt, die Eigenschaften aus [Proposition 1.17]zu
Axiomen zu machen. Das geschieht nun.

2.1 Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Topologie auf X ist eine
Teilmenge 7 der Potenzmenge von X, so dass die folgenden beiden Bedin-
gungen erfiillt sind.

(i) Firalle OC 7T ist JO € 7.
(ii) Sind O1,...,0, € T,n e N, soist (V,_, O € 7.

Eine Teilmenge von X heifst offen, wenn sie in 7 enthalten ist. Ein topolo-
gischer Raum ist eine Paar (X, 7) bestehend aus einer Menge X und einer
Topologie 7 auf ihr.

2.2 Bemerkung. Hiufig fordert man auch noch @ € 7 und X € 7, aber
das ist in obigem bereits enthalten: Es ist @ C 7 und |0 = @, aukerdem
0eNund N)_, 0, =NO = X.

Wie auch schon bei metrischen Rdumen werden wir den topologischen
Raum (X, 7) nur mit X bezeichnen, wenn keine Verwechslungsmoglichkeit
besteht.

Eine der Eigenschaften, die wir in [Proposition 1.17] festgestellt haben,
fehlt noch.

2.3 Definition. Ein topologischer Raum (X,7) heifst hausdorffsch und
damit ein Hausdorff-Raum oder auch Ts-Raum, wenn zu je zwei Punkten
xo,21 € X, xg # x1, Mengen Oy,01 € 7 mit 2; € O; und OgNO; = O
existieren.

Das T in T kommt daher, dass es sich um eine Trennungseigenschaft
handelt: Je zwei verschiedene Punkte kénnen durch offene Mengen getrennt
werden. Die 2 in T5 verspricht, dass es derer noch mehr gibt.

Die néchste Definition ist durch [Proposition 1.15| motiviert.

13



14 2. Topologische Rdume

2.4 Definition. Es seien (X, 7x) und (Y,7y) topologische Rdume. Eine
stetige Abbildung f: (X,Tx) — (Y, 7y) ist eine Funktion f: X — Y, so dass
f7YO] € Tx fiir alle O € Ty.

Trivial, aber so wichtig, dass wir es notieren:

2.5 Proposition. Ist X ein topologischer Raum, so ist die Identitdt idx
eine stetige Abbildung. Sind X, Y, Z topologische Riume und f: X — Y,
g: Y — Z stetige Abbildungen, so ist die Komposition go f: X — Y eine
stetige Abbildung.

Beweis. Es ist id '[0] = O und (go f)~10] = f~! [g~1O]]. O

Und schlieflich wiederholen wir in diesem neuen Kontext die Definition
der Homoéomorphie.

2.6 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen
heifst ein Homdomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige Abbildung
g:Y — X gibt, so dass fog =idy, go f = idx. Zwei Rdume X und Y
heilken homdomorph, X ~ Y, wenn zwischen ihnen ein Homdomorphismus
existiert.

Homoomorphie war bei metrischen Rd&umen nur eine von mehreren sinnvol-
len Aquivalenzrelationen, und eine recht schwache noch dazu, das heiRt eine,
die einiges an Information ignorierte. Bei topologischen Réaumen hingegen
ist Homoomorphie eine sehr natiirliche Aquivalenzrelation, in gewisser Weise
die starkstmogliche sinnvolle Aquivalenzrelation. Insbesondere ist, wenn 7;
und 75 Topologien auf derselben Menge X sind, die Funktion

i: (X, ) = (X, D)

r+— T

genau dann ein Homéomorphismus, wenn 77 = 7.
Nun ist es aber Zeit fiir ein paar Beispiele. Eigentlich jedoch war der
letzte Teil schon voll von ihnen:

2.7 Beispiel und Definition. Ist X eine Menge und d eine Metrik auf X,
so bilden die beziiglich d offen Teilmengen von X eine Topologie auf X, die
von der Metrik d induzierte Topologie. Diese Topologie ist hausdorffsch. Ist
Y ein weiterer metrischer Raum, so ist eine Funktion f: X — Y genau dann
stetig als Abbildung zwischen metrischen Rdumen, wenn sie es als Abbildung
zwischen den induzierten topologischen Rdumen ist.

2.8 Beispiele und Definitionen. Ist X eine Menge, so ist die Potenzmenge
P(X) selbst eine Topologie, die diskrete Topologie. Wir haben bereits in

gesehen, dass sie von der diskreten Metrik induziert wird.
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{0, X'} ist ebenfalls eine Topologie auf X, sie wird manchmal die indiskrete
Topologie oder auch anschaulicher die Klumpentopologie genannt. Hat X
mindestens zwei Elemente, so ist sie nicht hausdorffsch, also gibt es keine
Metrik, die diese Topologie induzieren wiirde.

Wir werden spéater auch Hausdorff-Radume kennenlernen, die von keiner
Metrik induziert werden. Uberhaupt kann man sich fragen, wie die topologi-
schen Réume charakterisiert werden kénnen, die von einer Metrik induziert
werden, die also, wie man sagt, metrisierbar sind. Vielleicht werden wir
uns dieser Frage spater genauer zuwenden. In jedem Fall werden wir noch
notwendige Kriterien finden.

2.9 Beispiel. Ist X eine beliebige Menge, so bilden all die Teilmengen
von X, deren Komplemente endlich sind zusammen mit der leeren Menge
eine Topologie auf X (Nachrechnen!), die kofinite Topologie.

Ist X unendlich, so ist auch die kofinite Topologie auf X nicht hausdorffsch.
Nun scheint das wieder eine sehr ,komische, nur zum Konstruieren von
Gegenbeispielen geeignete Topologie zu sein. Das tduscht aber, denn in
der Tat geben algebraische Geometer gerne der eindimensionalen Linie diese
TopologieE Wir tun also gut daran, nicht nur Hausdorff-R&ume zu betrachten.

Mehr Mengen

Wir definieren nun fiir Teilmengen topologischer Raume ein paar Eigenschaf-
ten und Operationen, die zumindest fiir Teilmengen des R™ schon aus der
Analysis-Grundvorlesung bekannt sein sollten.

2.10 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge von X
heifst abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Da Schnitte von Komplementen Komplemente von Vereinigungen und
umgekehrt sind, folgt sofort aus der Definition einen topologischen Raumes.

2.11 Proposition. Sei X ein topologischer Raum, dann gilt:

(i) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

(i) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Ist X eine Menge, T C P(X), und ist die Menge {AC X: X —-—AeT}
abgeschlossen gegeniiber beliebigen Schnitten und endlichen Vereinigungen,
so ist T eine Topologie auf X . O

Eine Topologie kann also genau so gut wie durch Angabe der offenen
Mengen durch Angabe der abgeschlossenen Mengen definiert werden.

!Dies ist ein sehr spezieller Fall der Zariski-Topologie.
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2.12 Beispiel. In einem mit der kofiniten Topologie versehenen Raum ist
eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie endlich oder gleich dem
ganzen Raum ist. Dass dies eine Topologie ist, liegt also im wesentlichen
daran, dass Schnitte endlicher Mengen eindlich sind und ebenso endliche
Vereinigungen endlicher Mengen.

Was wir in [Bemerkung 1.13| fiir Umgebungen in metrischen Rdumen
festgestellt haben, machen wir wieder zur Definition.

2.13 Definition. Sei X ein topologischer Raum und « € X. Eine Menge
U C X heift Umgebung von x, wenn eine offene Menge O existiert, so dass
reOCU.

2.14 Definitionen und Propositionen. Sei X ein topologischer Raum
und A C X.
int A:=| J{U C A: U offen}

ist die grofste in A enthaltene offene Menge und heiflt das Innere von A.
A= ﬂ {C Cc X: ACC,C abgeschlossen}

ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt und heifst der Abschluss
von A.
A=A —intA

heifst der Rand von A.
Ein Punkt z € X heifit innerer Punkt von A, wenn x € int A, Berihrpunkt
von A, wenn x € A und Randpunkt von A, wenn x € 0A.

An dieser Stelle sei es den StudentInnen ans Herz gelegt, die verschiedenen
ihnen bereits bekannten Charakterisierungen und Eigenschaften dieser Begriffe
aus diesen Definitionen herzuleiten.

2.15 Definitionen. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge ACX
heifst dicht, wenn A = X, nirgends dicht, wenn int A = @.

Mehr Stetigkeit

Wir haben Stetigkeit bisher nur global definiert. Von metrischen Rdumen her
kennen wir auch den lokalen Begriff der Stetigkeit in einem Punkt.

2.16 Definition. Seien X, Y topologische Rdume, z € X und f: X — Y
eine Funktion. f heifst stetig in x, wenn fiir jede Umgebung U von f(x) das
Urbild f~![U] eine Umgebung von z ist.

Wir bemerken:

2.17 Proposition. Eine Funktion f: X — Y zwischen topologischen Rdu-
men st genau dann stetig, wenn sie in jedem x € X stetig ist. O
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Eine einfache Umformulierung der Definition ist

2.18 Proposition. Eine Funktion f: X — Y zwischen topologischen Rdu-
men ist in x € X genau dann stetig, wenn es zu jeder Umgebung V' von f(x)
eine Umgebung U von x gibt, so dass flU] C V.

Beweis. Sei V eine Umgebung von f(x). Ist f in x stetig, so ist f~1[V] eine
Umgebung von #, und es ist f [f~![V]] C V. Existiert andererseits eine
Umgebung U von = mit f[U] C V, soist U C f~![V] und auch f~![V] eine
Umgebung von z. O

Fiir metrische Rdume stimmen diese Definitionen mit denen iiberein, die
wir bereits hatten.

2.19 Proposition. Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, v € X und
f: X =Y eine Funktion. Seien auflerdem 14, und 14, die von den Metriken
induzierten Topologien. Dann sind dquivalent:

(i) f: (X,dx) — (Y,dy) ist stetig in x.
(i) f: (X, Zq,) — (Y, 7g,) ist stetig in x.

Beweis. ,,=* Sei V eine Umgebung von f(x). Es existiert ein £ > 0, so dass

B.(f(z)) € V. Nun existiert ein 6 > 0, so dass f[Bs(z)] C B:(f(x)) C V.
,<=" Sei € > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von z, so dass f[U] C

B.(f(x)). Nun gibt es wiederum ein § > 0, so dass Bs(z) C U, also f[Bs(x)] C

Be(f(x)). O

Wir schauen uns den Beweis noch einmal an: Die e-§-Definition der
Stetigkeit ist fast genau die Beschreibung in [Proposition 2.18| nur dass sie
nur e-Umgebungen anstelle beliebiger zulédsst. Da es aber geniigend viele
e-Umgebungen gibt, macht das keinen Unterschied. Wir formalisieren nun
dieses ,,geniigend viele®.

2.20 Definition. Sei X ein topologischer Raum und z € X. Eine Umge-
bungsbasis von x ist eine Menge B von Umgebungen von z, so dass es zu
jeder Umgebung U von x ein V € B gibt, so dass V C U.

Was wir also soeben die folgende Tatsache benutzt.

2.21 Proposition. Ist X ein metrischer Raum und x € X, so ist die Menge
{B:(x): € > 0} eine Umgebungsbasis von x. O

Und eigentlich haben wir das folgende gezeigt.

2.22 Proposition. Es seien X, Y topologische Riume, x € X, f: X =Y
eine Funktion. Sei auferdem B eine Umgebungsbasis von x, B' eine Umge-

bungsbasis von f(x). Dann ist f in x genau dann stetig, wenn es zu jedem
Ve B einU € B gibt, so dass f[U] C V. O
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Das ist typisch: Anstatt eine Eigenschaft fiir alle Umgebungen eines
Punktes nachzupriifen, geniigt es héufig, dies nur fiir alle Elemente einer
Umgebungsbasis zu tun.

Man lasse sich nicht von dem Wort Umgebungsbasis verwirren. Vergleicht
man die Situation mit Vektorrdumen, so entspricht das eher einem Erzeu-
gendensystem. Zum Beispiel ist ja immer die Menge aller Umgebungen eines
Punktes eine Umgebungsbasis.

Unterraume und das Produkt zweier Raume

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes wird auf natiirliche Art selbst zu
einem topologischen Raum.

2.23 Definition und Proposition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und
Y C X. Dann ist {ONY: O € T} eine Topologie auf Y, die Unterraumto-
pologie. Y versehen mit der Unterraumtopologie heifst ein Unterraum von
X.

Die Unterraumtopologie ist gerade so gemacht, dass die Inklusionsab-
bildung stetig wird. Um das besser formulieren zu kénnen, fithren wir zwei
Begriffe ein.

2.24 Definition. Seien X eine Menge und 77, 75 Topologien auf X. 77 heifst
gréber als 7o und 75 feiner als 77, wenn 77 C Ts.

2.25 Proposition. Ist X ein topologischer Raum und Y C X, so ist die Un-
terraumtopologie die grobste Topologie auf Y, so dass die Inklusionsabbildung
1: Y — X stetig ist. U

Wir notieren noch eine weitere einfache aber wichtige Eigenschaft.

2.26 Proposition. Seien X, Z topologische Riume, Y C X mit der Un-
terraumtopologie versehen und i:' Y — X die Inklusion. Eine Funktion
f: Z =Y ist genau dann stetig, wenn i o f stetig ist.

Beweis. Ist f stetig, so auch i o f, da i stetig ist. Sei nun ¢ o f stetig und
U C Y offen. Dann gibt es eine offene Menge O C X mit U = ONY, also
U =i~ YO]. Es folgt, dass f~[U] = f~[i71[O]] = (i o f)~1[O] offen ist. O

Fine weitere wichtige Konstruktion ist das Produkt von Réumen. Wir
werden Produkte —auch unendlich vieler Ra&ume— spéter noch genauer
behandeln, daher begniigen wir uns hier mit dem Produkt zweier Raume.

Mengen der Form U x V sollten fiir offene U,V offen sein; diese bilden
allerdings noch keine Topologie, da die Vereinigung zweier Mengen dieser Form
nicht wieder von dieser Form zu sein braucht. Wir miissen also Vereinigungen
auch noch hinzunehmen. Wir machen dies nun systematisch.
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2.27 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Basis der Topolo-
gie 7 ist eine Familie von offenen Mengen B C 7T, so dass jede offene Menge
Vereinigung von Elementen aus B ist, so dass also 7 = {{JM: M C B} gilt.

Da eine Basis offenbar die Topologie bestimmt, kann man die Topologie
beschreiben, indem man eine Basis angibt. Dabei ist es hilfreich, zu wissen,
wann eine gegebene Familie von Teilmengen Basis einer Topologie ist.

2.28 Proposition. Sei X eine Menge, und B C P(X). Ist B abgeschlossen
unter endlichen Schnitten, so ist {{JM: M C B} eine Topologie auf X mit
Basis B. O

2.29 Bemerkung. Die Voraussetzung in dieser Proposition kann noch ab-
geschwécht werden, wir brauchen das aber im Moment nicht.

Wir sind nun bereit, das Produkt zweier topologischer Rdume zu definie-
ren.

2.30 Definition. Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rédume. Die Pro-
dukttopologie auf X x Y ist die Topologie mit der Basis

{UXV:UETx,VETy}.

X XY versehen mit dieser Topologie heifst das Produkt der Raume (X, Tx)
und (Y, 7y ).

Wenn nichts anderes gesagt ist, werden wir immer davon ausgehen, dass
X x Y die Produkttopologie tragt. Bevor wir wichtige Eigenschaften von
Produkten betrachten, noch ein weiterer Begriff.

2.31 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Subbasis der
Topologie 7 ist eine Familie von offenen Mengen & C 7T, so dass jede offene

Menge Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen von § ist, so dass
also {(y—; Ok: n € N,Oy € S} eine Basis von 7 ist.

Wir bemerken kurz:

2.32 Proposition. Ist X eine Menge, so ist jede Teilmenge von P(X) eine
Subbasis einer Topologie auf X .

Doch nun weiter:

Beweis. {(p_, Ok: n € N,Oy € S} ist unter endlichen Schnitten abgeschlos-
sen und daher nach [Proposition 2.28| die Basis einer Topologie. O

2.33 Proposition. Seien (X,7x) und (Y,7y) topologische Riume. Dann
ist die Menge
{OXY:OETx}U{XXO:OGTy}

eine Subbasis der Produkttopologie auf X X Y. O
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2.34 Proposition. Seien X, Y topologische Riume und

pr: X XY —-X p2: X XY =Y
(z,y) — (z,y) —y

die kanonischen Projektionen. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie
auf X XY, so dass p1 und po stetig sind.

Beweis. pp ist genau dann stetig, wenn pfl[O] = O x Y fir alle offenen
O C X offen ist. Ebenso ist py genau dann stetig, wenn alle X x O, O C Y
offen, offen sind. Nun ist eine Topologie offenbar genau dann die grobste,
in der diese Mengen offen sind, wenn diese Mengen eine Subbasis von ihr
bilden. O

Um Stetigkeit nachzupriifen, geniigt es eine Subbasis zu betrachten:

2.35 Proposition. Seien X, Y topologische Rdume und S eine Subbasis
der Topologie von Y. Eine Funktion f: X — 'Y ist genau dann stetig, wenn

f7YO] fiir alle O € S offen ist.

Beweis. ,=* ist klar, denn alle O € § sind offen. “«<,: Sei U C Y offen.

Dann gibt es eine Indexmenge I, n; € N fiir alle ¢ € I und Oy fiir alle
i€l,1<Fk<mnsodass U=J;c; iy Oik- Nun ist O] fiir alle i, k
offen. Damit ist auch

o=t [U ﬂ Ok

1€l k=1

= U ﬁ O]

i€l k=1

offen. OJ

2.36 Proposition. Seien X, Y topologische Riume, dann ist die Produktto-
pologie die feinste Topologie auf X XY, so dass fiir alle topologischen Rdiume
Z und alle stetigen Abbildungen f: Z — X und g: Z —'Y die Abbildung

(f,9): Z —-X XY
2= (f(2),9(2))

stetig ust.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass X x Y mit der Produkttopologie diese
Eigenschaft hat. Dazu geniigt es nach [Proposition 2.35, Urbilder von Ele-
menten einer Subbasis zu betrachten. Sei daher U ein beliebiges Element
der Subbasis aus [Proposition 2.33] etwa O x Y mit O C X offen. Nun ist
(f,9) U] = (f,9) 71O x Y] = f71O] offen, da f stetig ist.
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Bezeichnen wir nun die Produkttopologie mit 7 und nehmen wir an, 7’
sei eine weitere Topologie auf X x Y der Eigenschaft aus der Proposition.
Wir betrachten die Abbildung

it (X xY,T)— (X xY, T

Tr = Xx.

Es ist ¢ = (p1, p2) und nach [Proposition 2.34| sind p; und po stetig. Nach der
Vorraussetzung an 7" ist also i stetig. Das heiRt aber gerade, dass 7/ ¢ 7. [

Die Propositionen [2.34] und ergeben zusammen eine wichtige Cha-
rakterisierung der Produkttopologie.

2.37 Korollar. Seien X, Y Rdume. Die Produkttopologie ist die einzige
Topologie auf X XY, die die folgenden Eigenschaften gleichzeitig erfillt:

(i) Die kanonischen Projektionen auf die Faktoren sind stetig.

(ii) Fir einen beliebigen Raum Z und stetige Abbildungen f: Z — X und
g: Z =Y st die Abbildung (f,g): Z — X XY stetig.

g
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Zusammenhang

Zusammenhang

3.1 Definition. Ein Raum X heift zusammenhdingend, wenn er auler X
und @ keine Teilmengen hat, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Ein Raum X ist also genau dann nicht zusammenhéngend, wenn er sich
als disjunkte Vereinigung A U B nicht-leerer offener (oder abgeschlossener)
Mengen schreiben ldasst. Man beachte, dass die Topologie auf X in diesem
Fall vollstéandig von den Unterraumtopologien auf A und B bestimmt wird,
denn U C X ist dann genau dann offen, wenn U N A und U N B offen sind.
Man kann in dieser Situation tatséchlich oft A und B einzeln betrachten.

3.2 Beispiele.

> Ein diskreter Raum ist genau dann zusammenhéngend, wenn er nur
einen Punkt hat.

> R — {0} ist nicht zusammenhéngend, wie die Zerlegung R — {0} =
(—00,0) U (0,00) zeigt.

Ein nicht-triviales Beispiel eines zusammenhidngenden Raumes liefert die
folgende Charakterisierung.

3.3 Proposition. Sei X ein Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist zusammenhingend.

(i1) Ist f: X — R eine stetige Funktion und sind y,y’,m € R mit y,y’ €
Im f, y <m <4y, dann ist auch m € Im f.

Beweis. ,=“ Seien f,y,y,m wie in der Proposition. Dann sind die Mengen
fH(—o0,m)] und f~Y[(m,c0)] disjunkte offene und nicht-leere Teilmengen
von X. Da X zusammenhéngend ist, kann die Vereinigung dieser beiden
Mengen nicht ganz X sein, also ist m € Im f.

23
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,<* Sei X = AU B eine Zerlegung in disjunkte offene Mengen. Dann
ist die Funktion

fr X =R

-1, z€ A
€T —
1, reB

stetig. Da 0 ¢ Im f, kénnen 1 und —1 nicht beide im Bild von f liegen. Also
ist A oder B leer. O

Einen zusammenhéngenden Raum kennen wir also aus Analysis 1.

3.4 Proposition (Zwischenwertsatz). Das Einheitsintervall I ist zusammen-
hdngend. ]

Auf eine Wiedergabe des aus dem ersten Semester bekannten Beweises
verzichten wir, bemerken aber, dass die Vollstdndigkeit von R wesentlich war.

Im Beweis von [Proposition 3.3 haben wir nebenbei schon fast gezeigt,
dass stetige Bilder zusammenhéngender Radume zusammenhéngend sind.

3.5 Proposition. Seien X, Y Rdume, X zusammenhdngend und f: X —Y
stetig und surjektiv. Dann ist Y zusammenhdngend.

Beweis. Sei Y = AU B eine Zerlegung in disjunkte offene Teilmengen. Dann
ist X = f1AJU f71[B] und f AN fB] = fHANB] = @, und da
f stetig ist, sind f~1[A] und f~![B] offen. Da X zusammenhingend ist, ist
f7YHA] = @ oder f~[B] = @. Aus der Surjektivitit von f folgt A = @ oder
B=0. O

Nun noch zwei Propositionen, die spéter niitzlich sein werden.

3.6 Proposition. Ist X ein Raum und D C X dicht und zusammenhdngend,
so ist X zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X offen-abgeschlossen und nicht-leer. Da A offen und nicht-
leer und D dicht ist, ist AN D # ). Da D zusammenhéngend und A N D
offen-abgeschlossen in D ist, ist nun AN D = D, also D C A. Damit ist auch
A dicht in X. Da A abgeschlossen ist, ist A = X. O

3.7 Proposition. Sei X ein Raum und M C P(X). Sind alle M € M
zusammenhdingend und ist X = JM, M N M # @ fir alle M, M' € M, so
ist X zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X offen-abgeschlossen. Dann ist A N M offen-abgeschlossen
in M fir alle M € M. Sei nun A # (). Dann gibt es ein M € M mit
ANM # . Da M zusammenhéngend ist, ist AN M = M. Fiir beliebiges
M e Mistnun @ #MNM c AnM’, also, da M’ zusammenhéingend ist,
ANM' = M’ Damit ist A= X. O
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Komponenten

Wir wollen nun einen gegebenen Raum X als disjunkte Vereinigung zusam-
menhdngender Unterrdume darstellen. Man kénnte nun hoffen, dass dies
immer so moglich sei, dass jeder dieser Unterrdume zugleich offen und abge-
schlossen ist. Dies wird aber im allgemeinen nicht moglich sein, wie schon
das Beispiel X = {1/n:n € N,n >0} U {0} zeigt: Jeder Unterraum mit
mehr als einem Punkt ist nicht zusammenhéngend, denn das grofste Element
kann von dem Rest durch eine offen-abgeschlossene Menge getrennt werden.
Andererseits ist aber {0} nicht offen in X.

Um dennoch jeden Raum als disjunkte Vereinigung moglichst grofser
zusammenhéngender Teilrdiume darzustellen, betrachten wir die folgende
Aquivalenzrelation.

3.8 Definition. Sei X ein Raum. Wir definieren auf X eine Relation ~,
durch

D~y qis—

Es gibt einen zusammenhédngenden Unterraum Z C X mit p,q € Z.

3.9 Proposition. ~, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Zur Reflexivitat bemerke, dass einelementige Unterrdume zusam-
menhéingend sind. Symmetrie ist klar. Die Transitivitat folgt aus
lon 3.7 O

3.10 Definition. Die Aquivalenzklassen der Relation ~, heiken die Zusam-
menhangskomponenten oder kurz Komponenten des Raumes.

3.11 Proposition. Sei X ein Raum.

(i) Die Komponenten von X sind nicht-leer, und X ist disjunkte Vereini-
gung seiner Komponenten.

(ii) Jede zusammenhdngende Teilmenge von X ist in einer Komponente
enthalten.

(11i) Die Komponenten sind abgeschlossen und zusammenhdingend.
Die Komponenten sind also maximal zusammenhangende Teilmengen.

Beweis. folgt daraus, dass ~, eine Aquivalenzrelation ist, direkt aus
der Definition von ~,. Sei nun K eine Komponente und z € K. K ist die
Vereinigung aller zusammenhéngenden Teilmengen, die z enthalten. Nach [Pro]
ist K zusammenhéngend. Da nach [Proposition 3.6] der Abschluss
von K ebenfalls zusammenhéngend ist, muss nach dem bisher gezeigten K
selbst abgeschlossen sein. Damit ist auch gezeigt. U
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3.12 Beispiel. Die Komponenten von R — {0} sind (—o0,0) und (0, co).

3.13 Beispiel. Obiger Diskussion ist zu entnehmen, dass jede einelementige
Teilmenge von {1/n: n € N;n > 0} U {0} eine Komponente ist. Dieser Raum
enthélt also mit {0} eine Komponente, die nicht offen ist.

Das Verstéandnis der Komponenten vereinfacht den Beweis des folgenden
Satzes.

3.14 Proposition. Sind X und Y zusammenhdngende Rdiume, so ist auch
X XY zusammenhdngend.

Beweis. Seien (z,y) und (z’,y’) beliebige Punkte von X xY. Da {z} xY =Y
zusammenhéngend ist, liegen (z,y) und (x,y’) in der selben Komponente
von X x Y. Da X x {y'} zusammenhéngend ist, liegen (z,y’) und (2/,y’)
in der selben Komponente. Damit liegen (z,y) und (2/,3) in der selben
Komponente, und da sie beliebig gewahlt waren, hat X x Y nicht mehr als
eine Komponente. ]

Eine Situation, in der die Zerlegung in Komponenten besonders angenehm
ist, ist die folgende.

3.15 Definition. Ein Raum heiftt lokal zusammenhdngend, wenn jeder Punkt
eine Umgebungsbasis aus zusammenhéngenden Umgebungen besitzt.

3.16 Proposition. Die Komponenten eines lokal zusammenhdngenden
Raumes sind offen-abgeschlossen.

Beweis. Sei K eine Komponente und z € K. Dass K abgeschlossen ist, haben
wir bereits gezeigt. Nun besitzt x eine zusammenhéngende Umgebung. Diese
muss in K enthalten sein, also ist K selbst Umgebung von x. Da z beliebig
gewahlt war, ist K offen. O

Wegzusammenhang

Ein anderer wichtiger Zusammenhangsbegriff ist der des Wegzusammenhangs.
Wir gehen nun etwas schneller vor und definieren gleich die entsprechende
Aquivalenzrelation.

3.17 Definition. Sei X ein Raum. Wir definieren eine Relation ~, durch
P ~w q =
Es existiert eine stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = p, w(1l) = gq.
Eine solche Abbildung w heifst ein Weg von p nach q.

3.18 Proposition. ~y, ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis. Seien p,q,r € X. Der konstante Weg

cp: I — X
t—p

zeigt p ~ p und damit die Reflexivitét. Sei nun p ~y ¢ und w ein Weg von
p nach ¢. Dann ist

w I — X
t— w(l—1t)

ein Weg von ¢ nach p, was ¢ ~ p und die Symmetrie zeigt. Sei schliefllich
zusitzlich ¢ ~y 7 und w’ ein Weg von ¢ nach r. dann ist

ein Weg von p nach r, was p ~y, r und die Transitivitat zeigt. O

3.19 Definition. Sei X ein Raum. Die Aquivalenzklassen beziiglich ~,
heiken die Wegzusammenhangskomponenten oder Wegkomponente von X.
Ein Raum heiftt wegzusammenhdngend, wenn er nicht mehr als eine Wegzu-
sammenhangskomponente besitzt.

3.20 Proposition. Sei X ein Raum. Ist X wegzusammenhdngend, so auch
zusammenhdngend.

Beweis. Seien p,q € X beliebig. Da X wegzusammenhéngend ist, existiert
ein Weg w: I — X von p nach ¢. Da nach |Proposition 3.4| I zusammen-
héngend ist, ist nach [Proposition 3.5 auch w[I] zusammenhéngend, also
liegen p und ¢ in der gleichen Komponente. Damit hat X nicht mehr als eine
Zusammenhangskomponente. O

Dass die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, macht man sich als Ubung
an dem Beispiel {0} x [-1,1] U {(z,sin1): 2 > 0} C R? klar.
3.21 Definition. Eine Teilmenge X C R" heifst sternférmig, wenn ein v € X
existiert, so dass fiir alle p € X und s € I auch sv+ (1 —s)p € X.

3.22 Proposition. Ist X C R™ sternformig, so ist X wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei v € X wie in [Definition 3.21J und p € X beliebig. Dann ist
P~y V. O

3.23 Korollar. Ist X C R" konvez, so ist X wegzusammenhdngend. O
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3.24 Definition. Ein Raum heifit lokal wegzusammenhdngend, wenn jeder
Punkt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen be-
sitzt.

3.25 Proposition. Die Wegzusammenhangskomponenten eines lokal wegzu-
sammenhdngenden Raumes sind offen-abgeschlossen und stimmen mit den
Zusammenhangskomponenten tberein.

Beweis. Sei K eine Wegzusammenhangskomponente und x € K. Nun exi-
stiert eine wegzusammenhingende Umgebung U von z. Da 2’ ~, z fiir alle
2’ € U, ist U C K. Damit ist K offen. Da das Komplement von K aber
die Vereinigung aller anderen Wegzusammenhangskompenten ist, ist das
Komplement von K auch offen. Damit ist K offen-abgeschlossen.

Nun ist, da die Wegzusammenhangskomponenten zusammenhéngend sind,
jede Zusammenhangskomponente disjunkte Vereinigung von Wegzusammen-
hangskomponenten. Da die Zusammenhangskomponenten selbst zusammen-
héngend und die Wegzusammenhangskomponenten offen-abgeschlossen sind,
kann keine Zusammenhangskomponenten disjunkte Vereinigung von mehr
als einer Wegzusammenhangskomponente sein. O
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Kompaktheit

Den Begriff der Kompaktheit muss man wohl fiir jemanden, der eine Analy-
sisvorlesung gehort hat, nicht weiter motivieren. Fiir uns ist es nur wichtig,
aus den verschiedenen Charakterisierungen, die dort kennengelernt wurden
und die fiir Teilmengen des R™ dquivalent sind, die richtige als Definition
herauszupicken.

4.1 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Familie C C P(X)
von Teilmengen von X heift Uberdeckung (von X), wenn | JC = X, offene
Uberdeckung, wenn zusitzlich C C 7. Eine Teilmenge einer Uberdeckung, die
selbst Uberdeckung ist, heifit Teiliiberdeckung.

4.2 Definition. Sei X ein topologischer Raum. X heifst quasikompakt, wenn
jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Der
Raum X heifst kompakt, wenn er quasikompakt und hausdorffsch ist.

Héaufig werden quasikompakte Raume schon kompakt genannt, man lasse
also beim Literaturstudium Vorsicht walten.

Da schon bekannt sein sollte, wann Unterrdume von euklidischen Radumen
kompakt sind, heben wir uns diese noch ein wenig auf und begniigen uns
mit einem Beispiel, das zeigt, dass Kompaktheit als Verallgemeinerung von
Endlichkeit angesehen werden kann.

4.3 Beispiel. Jeder endliche Raum (in der Tat jeder Raum mit nur endlich
vielen offenen Mengen) ist quasikompakt. Ein diskreter Raum X ist genau
dann quasikompakt (und damit kompakt), wenn er endlich ist (betrachte die
Uberdeckung {{z} : z € X}).

Nun wieder ein wenig Priifungsvorbereitung fiir die, die die Analysisprii-
fung noch nicht hinter sich haben.

4.4 Proposition. Ein abgeschlossener Unterraum A eines quasikompakten
Raumes X st quasikompakt.

29
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Beweis. Sei C C P(A) eine offene Uberdeckung von A. Betrachte nun C’ :=
{U C X: U offen,U N A € C}. Nach der Definition der Unterraumtopologie
gibt es zu jedem V € C ein U € ¢’ mit UN A = V. Daher ist C'U{X — A}
eine offene Uberdeckung von X und hat eine endliche Teiliiberdeckung C”.
{UNA: U € C"} ist nun eine endliche Teiliiberdeckung von C. O

4.5 Proposition. Eine quasikompakte Teilmenge K eines Hausdorffraumes
X st abgeschlossen.

Beweis. Sei x € X — K. Es ist zu zeigen, dass X — K Umgebung von x
ist. Setze C := {X —U: U Umgebung von 33} Da X hausdorffsch ist, ist
UC=X —{z},also €' := {UNK: U € C} eine offene Uberdeckung von K.
Nun existiert eine endliche Teiliiberdeckung von C’, also auch eine endliche
Menge U von Umgebungen von X, so dass | {X ~-U:Uc U} D K, also
U C X — K. Nun ist (U eine Umgebung von z, also ist auch X — K eine
Umgebung von z. O

Stetige Bilder quasikompakter Radume sind quasikompakt.

4.6 Proposition. Sei f: X — Y stetig und surjektiv und X quasikompakt.
Dann ist auch Y quasikompakt.

Beweis. Sei C eine offene Uberdeckung von Y. Dann ist {f~[U]: U € C}
eine offene Uberdeckung von X. Es gibt daher eine endliche Teilmenge C’ C C,
so dass { U U € C’} eine Uberdeckung von X ist. Aus der Surjektivitit
von f folgt, dass C’ eine Uberdeckung von Y ist: Sei y € Y und = € X mit
f(z) = y. Nun existiert U € ¢’ mit z € f~1[U], also y = f(x) € U. O

Kompaktheit kann sehr niitzlich bei der Konstruktion stetiger Abbildungen
sein.

4.7 Proposition. Seien X, Y Rdume, X quasikompakt, Y hausdorffsch und
sei p: X — Y eine stetige Surjektion. Dann ist fir jeden Raum Z und jede
Funktion f:Y — Z, so dass f op stetig ist, bereits f stetig.

4.8 Bemerkung. Man kann das auch wie folgt ausdriicken: Sind X,Y, Z
und p wie eben beschrieben und ist g: X — Z eine stetige Abbildung, so
dass g(z) = g(2’) fiir alle z,2’ € X mit p(z) = p(2’), so existiert genau eine
stetige Abbildung f: Y — Z, so dass

N

N <

kommutiert.
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Beweis. Sei A C Z abgeschlossen. Es ist zu zeigen, dass f~![A] abgeschlossen
ist. Da fop stetig ist, ist p~[f ~![A]] abgeschlossen, also nach [Proposition 4.4
quasikompakt. Nach [Proposition 4.6|ist p[p~*[f~![A]]] quasikompakt und
nach [Proposition 4.5 abgeschlossen. Da p surjektiv ist, ist p[p~![f~1[A]]] =
AL O

4.9 Beispiel. Ist Z ein beliebiger Raum und g: I — Z eine stetige Funk-
tion mit g(0) = g(1), so gibt es eine stetige Funktion f: S' — Z mit
f(sin(27t), cos(2nt)) = g(t) fur ¢ € I. Natiirlich hatte man das auch noch
leicht per Hand nachrechnen kénnen.

4.10 Korollar. Ist h: X — Y eine stetige Bijektion von einem quasikom-
pakten Raum in einen Hausdorffraum, so ist h ein Homdomorphismus.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass h™!: Y — X stetig ist, und nach dem eben
gezeigten ist das der Fall, da h~! o h = idy stetig ist. O

Produkte

Eine typische Anwendung von Kompaktheit ist auch die folgende Proposition.
Man benutzt sie zum Beispiel, um zu zeigen, dass ein lokaler Fluss auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit (oder ein lokaler Fluss auf R™, der auferhalb
eines Kompaktums konstant ist) zu einem globalen Fluss erweitert werden
kann.

4.11 Proposition. Seien X, Y Raume. Ist Y quasikompakt, x € X und
O C X xY offen mit {z} xY C O, so ezistiert eine Umgebung U von x, so
dass U xY C O.

Beweis. Wir erinnern uns, dass {V x W: V C X offen, W C Y offen} eine
Basis der Produkttopologie ist. Daher gilt, wenn wir

C:={V x W:V Umgebung von z, W C Y offen, V. x W C O}

setzen, {z} x Y C JC. Nun ist {W CY:Esex. VC X mit V x W € C}
eine offene Uberdeckung von Y. Aus der Quasikompaktheit von Y folgt nun
die Existenz von n € N und fiir 1 < k <n Umgebungen V;, C X von z und
offenen Mengen Wy, C Y, so dass Vi, x Wi, C O und |J,_; Wi =Y. Nun ist
U :=(\p— Vi eine Umgebung von z und

UxY =Ux|JWec | JVix W) CO,
k=1 k=1

wie gefordert. O
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Dies ist auch ein Schritt im Beweis der folgenden Proposition, den wir
trotz ihrer Wichtigkeit als Ubung stellen, da sie spéiter noch in groferer
Allgemeinheit bewiesen werden Wird.E|

4.12 Proposition. Das Produkt zweier quastkompakter Rdume ist quasikom-
pakt.

Skizze. Nimm eine beliebige offene Uberdeckung von X x Y. Fiir beliebiges
x € X zeige, dass es eine endliche Teiliiberdeckung von {z} x Y gibt. Wende
dann [Proposition 4.11 an und schlieflich noch die Kompaktheit von X. [

Da wir das bisher versdumt haben, notieren wir auch noch:
4.13 Proposition. Das Produkt zweier Hausdorffraume ist hausdorffsch.

Beweis. Seien X, Y Hausdorffraume, (x,v), (2/,y") € X xY, (z,y) # («/, ).
Dann ist z # 2’ oder y # v/, o0BdA x # 2’. Seien U, U’ disjunkte Umgebungen
von x beziehungsweise 2’. Dann sind U x Y und U’ x Y disjunkte Umgebungen
von (x,y) beziehungsweise (z',y’). O

Metrische Raume

Wenn wir uns nicht zu sehr auf das in der Analysis gezeigte beziechen wollen,
sollten wir nun noch zeigen, dass eine Teilmenge eines euklidischen Raumes
genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Aufgrund
des bisher gezeigten, wiirde es geniigen, zu zeigen, dass das Einheitsintervall
kompakt ist; man iiberlege sich das. Das ginge auch schnell, wire aber nicht
sonderlich spannend. In [Mun75, Chap. 3, Thm. 6.1] findet man eine Verallge-
meinerung auf gewisse geordnete Rdume. Wir werden eine Verallgemeinerung
auf metrische Rdume behandeln, wie sie zum Beispiel in [Bre93|, 1.9] darge-
stellt ist. Dazu miissen wir allerdings fiir metrische Rdume gewisse Begriffe
wie Cauchy-Folgen als bekannt voraussetzen.

4.14 Definition. Ein metrischer Raum heifst vollstdndig, wenn in ihm jede
Cauchy-Folge konvergiert.

4.15 Definition. Ein metrischer Raum heifst total beschrinkt, wenn er fiir
beliebiges € > 0 eine Uberdeckung durch endlich viele e-Kugeln besitzt.

4.16 Proposition. In einem metrischen Raum X sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent.

(i) X ist kompakt.

(ii) X ist vollstindig und total beschrankt.

'Der spitere Beweis wird allerdings das Auswahlaxiom bendtigen, was hier nicht der
Fall ist.
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Der Beweis ist im wesentlichen der, mit dem in Analysis II haufig gezeigt
wird, dass I™ kompakt ist. Insofern ist die Formulierung der Proposition
vielleicht interessanter als der Beweis, da hier in gewisser Weise die richtige
Verallgemeinerung gefunden wurde.

Beweis. ,=“ Sei X nicht vollstandig und (a,,) eine nicht konvergente Cau-
chy-Folge. Zu beliebigem x € X existiert dann ein € > 0, so dass unendlich
viele Folgenglieder nicht in B.(z) liegen. Da (a,) Cauchy-Folge ist, folgt
daraus, dass es ein ¢, gibt, so dass nur endlich viele Folgenglieder in B, (z)
liegen. Nun ist {B.,(z): x € X} eine offene Uberdeckung von X. Da in jedem
Element dieser Uberdeckung nur endlich viele Folgenglieder liegen, kann sie
keine endliche Teiliiberdeckung haben. Damit ist X nicht kompakt.

Sei nun X kompakt und £ > 0. Die Menge aller e-Bélle iiberdeckt X und
aufgrund der Kompaktheit geniigen tatséichlich endlich viele. Damit ist X
total beschrankt.

<= Sei X vollstandig und total beschrinkt und C eine offene Uber-
deckung von X. Wir werden die Annahme, dass C keine endliche Teiliiber-
deckung habe, zum Widerspruch fiithren. Setze zundchst A_; := X. Angenom-
men A, _1 C X sei definiert und werde von keiner endlichen Teilmenge von
C iiberdeckt. Dann kénnen wir X mit endlich vielen %—Kugeln iiberdecken,
und eine von denen, die A,_; treffen wird wiederum von keiner endlichen
Teilmenge von C iiberdeckt. Sei A, eine solche Kugel und z,, ihr Mittelpunkt.

Nun ist (z,,) eine Cauchy-Folge und B 1 () wird von keiner endlichen Teil-
2n

menge von C liberdeckt. Da X vollstdndig ist, konvergiert (z,) gegen einen
Punkt, den wir y nennen wollen. Nun gibt es ein O € C und ein € > 0 mit
B:(y) C O. Nun gibt es aber ein n, so dass x, € B./3(y) und 2% < 5, was zu
einem Widerspruch fiihrt. O

4.17 Korollar. Eine Teilmenge X C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und in der euklidischen Norm beschrdankt ist.

Bewets. Der Unterraum X des vollstdndigen metrischen Raumes R ist genau
dann vollstédndig, wenn er abgeschlossen ist. Wir zeigen nun noch, dass er
genau dann beschrénkt ist, wenn er total beschrankt ist. Es ist leicht zu
sehen, dass ein unbeschrianktes X nicht total beschréankt sein kann. Sei nun
X beschriankt und € > 0. Wiederum ist leicht zu sehen, dass es moéglich ist,
X mit endlich vielen § Kugeln in R™ zu {iberdecken. Lasse nun jede Kugel
einer solchen Uberdeckung weg, falls ihr Schnitt mit X leer ist und ersetze sie
ansonsten durch die e-Kugel um einen Punkt in diesem Schnitt. Dies ergibt
eine Uberdeckung von X mit endlich vielen e-Kugeln. U
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Lieferung 5
Produkte und mehr

Initial- und Finaltopologien

Wir beginnen mit zwei Definitionen. Diese sind recht abstrakt, aber wir
werden sogleich sehen, dass sie uns bereits Bekanntes verallgemeinern.

5.1 Definition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien
Y; Réume und f;: ¥Y; — X Funktionen fiir j € J. Wir nennen eine Topologie
T auf X Finaltopologie beziiglich der f;, wenn folgendes gilt:

(i) Die f;:Y; — (X, T) sind stetig.

(ii) Fir alle Raume Z und Funktionen g: X — Z gilt: Sind alle go f;: ¥; —
Z stetig, so ist g: (X,7T) — Z stetig.

5.2 Definition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und seien
Y; Raume und f;: X — Y} Funktionen fiir j € J. Wir nennen eine Topologie
T auf X Initialtopologie beziiglich der f;, wenn folgendes gilt:

(i) Die Abbildungen f;: (X,7) — Y; sind stetig.

(ii) Fiir alle Raume Z und Funktionen g: Z — X gilt: Sind alle fjog: Z —
Y stetig, so ist g: Z — (X, 7) stetig.

Z P (X, T)
fi
fiog
Y;

Auch wenn wir die Diagramme noch gespiegelt haben, sieht man: Die
beiden Definitionen gehen durch Umkehren aller Pfeile ineinander iiber. Bei
der Initialtopologie steht der Raum X vorne an den zu f; gehorigen Pfeilen,
bei der Finaltopologie steht er hinten.

35
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5.3 Beispiel. Ist Y ein Raum und X C Y, so ist die Unterraumtopologie
auf X Initialtopologie beziiglich der Inklusion i: X — Y. Das haben wir in

[Proposition 2.26| gesehen.

5.4 Beispiel. Sind X, Y Riume, Y quasikompakt und X hausdorffsch und
p: Y — X eine stetige Surjektion, so ist die Topologie von X Finaltopologie
beziiglich p. Das haben wir in [Proposition 4.7| gezeigt.

5.5 Beispiel. Sind X, Y Rdume, so ist die Produkttopologie auf X x Y
Initialtopologie beziiglich der kanonischen Projektionen p;: X xY — X und

p2: X XY — Y. Das haben wir in gezeigt.

Das letzte Beispiel ist fiir uns im Moment insofern das wichtigste, als wir
flir das Produkt zweier Rdume eigentlich schon alles gezeigt haben, was es
fiir Initialtopologien zu zeigen gibt.

Wir werden nun Existenz und Eindeutigkeit von Initial- und Finaltopolo-
gien zeigen. Der Beweis der Eindeutigkeit ist so formal, dass es geniigt, ihn
fiir Initial- oder Finaltopologien durchzufiihren. Der andere Beweis folgt dann
durch Umkehren aller Pfeile.

5.6 Proposition. Se: X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdiume und f;:Y; — X Funktionen fir j € J. Es seien Ty und
T, Topologien auf X, so dass 177 Eigenschaft aus der Definition der
Finaltopologie hat und T Figenschaft . Dann ist Ty grober als Ts.

Beweis. Seii: (X,73) — (X, 77) die Funktion, die auf X die Identitét ist. Es
ist die Stetigkeit von i zu zeigen. Da 75 Eigenschaft hat, geniligt dazu die
Stetigkeit aller 7 o f;, und das ist gerade die Eigenschaft |(i)| fiir 7. U

5.7 Korollar. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexrmenge, und seien Y;
Réiume und fj: Y; — X Funktionen fir j € J. Existiert die Finaltopologie
beziiglich der f;, so ist sie eindeutig bestimmdt. O

5.8 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdume und f;: X — Y; Funktionen fiir j € J. Es seien Ty und
Ty Topologien auf X, so dass 171 FEigenschaft aus der Definition der
Initialtopologie hat und Ty Figenschaft . Dann ist Ty feiner als 7Ts.

Beweis. Wie |Proposition 5.6] nur mit umgekehrten Pfeilen. O

5.9 Korollar. Sei X eine Menge, J eine belicbige Indexmenge, und seien Y;
Réaume und f;j: X — Y; Funktionen fiir j € J. Ewistiert die Initialtopologie
beziiglich der f;, so ist sie eindeutig bestimmdt. O

Wir miissen also nur noch die Frage der Existenz klaren. Die eben gezeigten
Propositionen zeigen schon, wie Final- und Initialtopologien aussehen miissen,
wenn sie existieren: Die Initialtopologie muss die grobste sein, so dass die f;
stetig sind, die Finaltopologie die feinste.
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5.10 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdiume und f;:Y; — X Funktionen fir j € J. Dann ist

T = {O CcX: fj_l[O] offen in Y; fiir alle j € J}
die Finaltopologie auf X beziglich der f;.

Beweis. Zunichst ist zu bemerken, dass 7 tatséichlich eine Topologie ist, da
f~! mit Vereinigungen und Schnitten vertauscht. Dass die Y, — (X, 7T)
stetig sind, ist offensichtlich. Sei nun Z ein Raum und g: X — Z eine
Funktion, so dass g o f; fiir alle j € J stetig ist. Fiir offenes U C Z ist dann
fiir alle j € J die Menge (go f;) U] = fj_l[gfl[U]] offen, also g~ ![U] € T.
Damit ist g: (X,7) — Z stetig. O

5.11 Proposition. Sei X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, und
seien Y; Rdume und f;: X —'Y; Funktionen fiir j € J. Dann ist die durch
die Subbasis

s:=J {fj‘l[O]: 0cy; oﬁen}

jedJ

definierte Topologie auf X die Initialtopologie beziiglich der f;.

Beweis. Wie fiir das Produkt zweier Rdume in |Proposition 2.34| und |[Propo]
sition 2.36) O

Spezialfille

Wir stellen nun die fiir uns wichtigsten Félle zusammen, in denen Mengen
mit der Initial- oder Finaltopologie versehen werden: Unterrdaume, Produk-
te, Quotienten und Summen. Uber Unterrdume haben wir bereits geredet.
Endliche Produkte sind uns schon bekannt, iiber beliebige Produkte wird es
sogleich noch einiges zu sagen geben. Quotienten betrachten wir danach, und
iiber Summen gibt es nicht viel zu sagen.

Unterraume

5.12 Definition. Seien X, Y Rdume. Eine Funktion ¢: X — Y heifst Ein-
bettung, wenn sie injektiv ist und X die Initialtopologie beziiglich ¢ tréigt.

Die Funktion 7 ist also gerade dann eine Einbettung, wenn sie ein Homé6o-
morphismus zwischen X und dem mit der Unterraumtopologie versehenen
Bild [ X] ist.
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Produkte

Bevor wir beliebige Produkte topologischer Rdume definieren, erinnern wir
an das kartesische Produkt von Mengen und legen dafiir Notation fest.

5.13 Notation. Sei J eine beliebige Menge und M; eine Menge fiir alle
J € J. Das kartesische Produkt der M ist

12 = {x:J—> U M

jeJ jeJ

x(j) € M; fir alle j € J}.

Anstelle von z(j) schreiben wir meist 2; und dementsprechend auch (z;);es
anstelle von z. Die kanonischen Projektionen sind die Abbildungen

Pk - I]:Afj—ﬁ A4k, k EQL
jeJ

T T
Wir bemerken, dass fiir Mengen M und N

MY = {z: N - M}
gerade der Spezialfall MY = [Tjen M ist.

5.14 Definition. Seien J eine beliebige Menge und X; topologische Raume
fiir j € J. Das Produkt || jeg Xj der Raume X ist das kartesische Produkt
der zugrunde liegenden Mengen versehen mit der Initialtopologie beziiglich
der kanonischen Projektionen, die wir die Produkttopologie nennen.

5.15 Notation. Wir schreiben auch Xy x --- x X,,_1 fur Hje{O,...,nfl} X;.

Nun zu den dualen Konzepten.

Quotienten

5.16 Definition. Seien X, Y R&ume. Eine Abbildung ¢: X — Y heiftt
Quotientenabbildung, wenn ¢ surjektiv ist und Y die Finaltopologie beziiglich ¢
ist. Diese Topologie auf Y nennen wir die Quotiententopologie beziiglich q.

Summen

5.17 Notation. Sei J eine beliebige Menge und M, eine Menge fiir alle
J € J. Das Koprodukt der M; ist

[T = (5 % {51 -

jedJ jed
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Die kanonischen Inklusionen sind die Abbildungen

ik:MkHHij ke J,
jeJ

x— (z, k).

Die Idee hinter der Konstruktion M; x {j} ist nur, dass so ganz sicher
fir j # j die Mengen M; x {j} und M} x {j'} disjunkt sind. Sind M
und M, fiir alle j,j € J mit j # j’ ohnehin disjunkt, kénnen wir auch
einfach [[;c; Mj = U;c; M; und ix(z) = z setzen.

5.18 Definition. Seien J eine beliebige Menge und X; topologische Raume
fiir j € J. Die topologische Summe HjeJXj ist das Koprodukt der zugrunde
liegenden Mengen versehen mit der Finaltopologie beziiglich der kanonischen
Inklusionen.

5.19 Notation. Wir schreiben auch Xg + --- + X,,_1 fur Hje{o,...,n—l} X;.

Zwischenspiel: Abzahlbares

Bevor wir uns ndher mit Produkten beschéftigen, wollen wir noch ein paar
Begriffe einfiihren.

5.20 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7") heift metrisierbar, wenn
es eine Metrik auf X gibt, die 7 induziert.

5.21 Definition. Man sagt, ein topologischer Raum erfiille das erste Abzihl-
barkeitsaxz’om,lﬂ wenn jeder seiner Punkte eine abzédhlbare Umgebungsbasis
besitzt.

5.22 Proposition. Sei X ein topologischer Raum. Ist X metrisierbar, so
erfillt X das erste Abzdihlbarkeitsaxiom.

Beweis. Sei d eine Metrik, die die Topologie von X induziert und z € X. Dann
ist {Bin(z): n € N\ {0}} eine abzihlbare Umgebungsbasis von X. O

Die %—Umgebungen haben noch die angenehme Eigenschaft, ineinander zu
liegen. Das kann man auch allgemein bei einem das erste Abzahlbarkeitsaxiom
erfiillenden Raum erreichen:

5.23 Lemma. Sei X ein Raum, der das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiille,
und x € X. Dann hat x eine Umgebungsbasis der Form {Uy: n € N} mit
U, C U, fir alle n,m mitn > m.

!Diese Eigenschaft ein Axiom zu nennen, ist eigentlich etwas ungliicklich. Vor allem ist
es unpraktisch, kein Adjektiv fiir diese Eigenschaft zu haben. Im englischen Sprachraum
hingegen sagt man auch einfach “X is first countable”, was zwar vielleicht sprachlich
fragwiirdig, aber sehr angenehm ist.
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Beweis. Zunéchst hat x iiberhaupt eine abzéhlbare Umgebungsbasis B, also
eine der Form B = {V,,: n € N}. (Sollte B tatséchlich endlich sein, so wie-
derhole man ein Element einfach unendlich oft.) Setze nun U, := (<, Vi-
Dann gilt fiir m > n, dass U,, C U,, und die U, sind Umgebungen von
x, da endliche Schnitte offener Mengen offen sind. Ist nun O eine beliebige
Umgebung von x, so gibt es, da B eine Umgebungsbasis von x ist, ein n € N
mit V,, € O. Da U,, C V,, ist auch U,, C O und damit {U,: n € N} eine
Umgebungsbasis von z. O

5.24 Definition. Man sagt, ein topologischer Raum erfiille das zweite Ab-
zahlbarkeitsaxiom, wenn seine Topologie eine abzéhlbare Basis besitzt.

5.25 Proposition. Ist n € N und sind X;, 1 <1 < n Rdaume, die das zweite
Abzdhlbarkeitsaxiom erfillen, so erfillt auch X1 X Xo X --- X X, das zweite
Abzdhlbarkeitsaziom.

Beweis. Sei B; eine Basis der Topologie von X, so ist
{Ul XUQ X o X Un: Ui GBZ}

abzahlbar und eine Basis der Topologie des Produkts, was (fiir n = 2) bereits
in Aufgabe 8 nachgerechnet wurde. O

5.26 Proposition. R" erfillt das zweite Abzdihlbarkeitsaziom.

Beweis. Es geniigt, R zu betrachten, und in Aufgabe 8 wurde auch gezeigt,
dass die abzahlbare Menge {(a,b): a,b € Q} eine Basis der Topologie von R
ist. g

Produkte

Da Produkte so wichtig sind, wollen wir die in [Proposition 5.11| fiir eine
Initialtopologie angegebene Subbasis fiir ein Produkt explizit hinschreiben.

5.27 Proposition. Seien J eine beliebige Menge und (X;,7T;) fir j € J
Rdume. Dann ist

HOj:OjEij. a.jed,esex.kecJ,s.d O;j=X;f a j#k
Jj€J
eine Subbasis der Produkttopologie auf HjeJ X;.
Beweis. Ist p; die kanonische Projektion und U € 7y, so ist
Uu j=k
-1 . ) ’
. WUl =1]0; mit O; = { ,
E Xj, J#k,

und diese Mengen bilden nach Konstruktion der Initialtopologie eine Subbasis.
O



Produkte 41

5.28 Proposition. Seien J eine beliebige Menge und (X;,7T;) fir j € J
Raume. Dann ist

HOj:OjG'Z}f. a. j€J, 05 = X; fir fast alle j » ,
JjEJ

wobei ,fast alle alle bis auf endlich viele bedeute, eine Basis der Produkttopo-
logie auf HjeJXj'

Beweis. Dies sind gerade die endlichen Schnitte von Elementen der Subbasis
aus der vorhergehenden Proposition. O

Man beachte, dass beliebige Mengen der Form HjeJ O; mit O; € T; im
allgemeinen in der Produkttopologie nicht offen sind. Dadurch werden die
Umgebungsbasen in groffen Produkten schnell grof.

5.29 Proposition. Sei J dberabzihlbar und seien X; Rdume fir j € J. Ist
T € HjeJ X und gibt es fiir jedes j € J eine von X; verschiedene Umgebung
von x;, so hat x keine abzihlbare Umgebungsbasis.

Beweis. Sei {U,: n € N} eine abzéhlbare Menge von Umgebungen von x.
Fiir jedes n € N ist

Fo = {j € J: p;|Upn] # X;}

endlich. Daher ist J,,cy F7 abzdhlbar und damit ungleich J. Sei nun j € .J
mit j ¢ U ey Frn und V' # X; eine Umgebung von x;. Dann enthilt die
Umgebung pj_l[V] von z; kein U,, denn es ist p; [pj_l[V]] =V # Xj, aber
aufgrund der Wahl von j ist p;[U,] = X; fiir alle n € N. Damit ist {U,}
keine Umgebungsbasis von . g

Man konnte nun hoffen, dass es, wenn schon keine abzahlbaren, so doch
wenigstens immer dhnlich Lemma geordnete Umgebungsbasen gibt. Auch
das ist nicht der Fall.

5.30 Proposition. Sei J tberabzihlbar und seien X; Rdume fir j € J. Ist
T € HjeJ X und gibt es fiir jedes j € J eine von X; verschiedene Umgebung
von xj, so besitzt x keine Umgebungsbasis, die durch Inklusion total geordnet
15t.

Beweis. Sei B eine Umgebungsbasis von . Man wéhle fiir alle n € N paarweise
verschiedene j, € J. Da J iiberabzahlbar ist, ist das moglich. Man wahle
zu jedem n eine von Xj; verschiedene Umgebung U, von z;,. Da V,, =
Mo pj_kl [Ug] fiir alle n € N eine Umgebung von x ist, ist es moglich zu
jedem n ein B, € B mit B, C V, zu wihlen. Da wir bereits gezeigt haben,
dass z keine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt, ist insbesondere {B),} keine
Umgebungsbasis von x, und es gibt eine Umgebung W von = mit B, ¢ W
fiir alle n € N. Es gibt aber eine Umgebung C' € B mit C C W. Damit
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ist B, ¢ C fir alle n € N. Wére nun B durch Inklusion total geordnet, so
wire C' C B, fiir alle n und damit C' C (,cx Bn C Npen V- Also wire
Myen Ve = Nieo pjjcl [Ug] eine Umgebung von z. Dies ist aber nicht der Fall,
denn da alle jj verschieden sind und Uy # Xj, fiir alle £ € N, enthalt
Nreo pj;1 [Ug] kein nicht-leeres Element der in |Pr0position 5.28| angegebenen
Basis der Produkttopologie. U
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Quotienten: Identifizieren und

Verkleben

Aquivalenzrelationen

Quotiententopologien formalisieren das anschauliche Konzept des Verkle-
bens von Rdumen an Punkten. Um das besser zu verstehen, beschéftigen
wir uns kurz mit surjektiven Abbildungen und ihrem Zusammenhang mit
Aquivalenzrelationen.

Seien zuédchst M, N Mengen und f: M — N eine Funktion. Dann definiert
f eine Aquivalenzrelation ~¢ auf M durch z ~; 2’ :& f(z) = f(2'). Ist
andererseits ~ eine Aquivalenzrelation auf M und bezeichnet M/~ die Menge
der Aquivalenzklassen, so definiert dies eine surjektive Funktion ¢: M — M/~
durch ¢(z) := [z]~. Ist nun ~ eine Aquivalenzrelation, ¢ die zugehérige
Surjektion auf die Aquivalenzklassen und ~g die hierdurch definierte Relation,
so ist offenbar ~,=~. Ist andererseits f: M — N surjektiv, so existiert genau
eine Bijektion M/~; — N, die

M—f»N

e ]

M/~

kommutativ macht. Wenn einen also nicht interessiert, was die Elemente von

N sind —und bei Rdumen schauen wir uns ja meist nicht an, was ein ,Punkt'

ist—, so wird die Surjektion f vollstindig durch die Relation ~; beschrieben.
Wir legen entsprechend noch Notation fest.

6.1 Notation. Ist X ein Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so
bezeichnet X/~ den Raum, der aus der Menge der Aquivalenzklassen beziig-
lich ~ versehen mit der Finaltopologie beziiglich der kanonischen Surjektion
X — X/~ besteht.

Als Beispiel betrachten wir auf dem Einheitsintervall I die Aquivalenzre-
lation
r~y<=r=yV(@e=0Ay=1)V(e=1Ay=0),

43
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also die von 0 ~ 1 erzeugte Aquivalenzrelation. Den entstehenden Raum
I/~ kann man sich nun so vorstellen, dass die Punkte 0 und 1 zu einem
Punkt identifiziert wurden, dass also die beiden Enden des Einheitsintervalls
zusammengeklebt wurden. Die Anschauung sagt uns nun, dass dabei die
Kreislinie herausgekommen sein sollte, und wir werden nun zeigen, dass
sie uns nicht tduscht. Betrachten wir zunédchst, wie schon mehrfach, die
Abbildung

p: I — S

x — (cos(2mx), sin(27x)).

Diese Abbildung ist surjektiv und fast injektiv: Nur 0 und 1 haben den selben
Wert. Es ist also p surjektiv und p(z) = p(y) <= =z ~ y. Damit haben wir
wie oben ein kommutatives Diagramm

141)»51

N

I/~

und miissen uns nur noch um Stetigkeit kiimmern. p ist nach Konstruktion
stetig. Da I/~ die Quotiententopologie, also die Finaltopologie beziiglich ¢
tragt, ist g stetig. Da h o ¢ = p stetig ist, ist auch h stetig, dies ist die zweite
Eigenschaft der Finaltopologie und was Quotienten so angenehm macht. Wir
wissen also bereits, dass h eine stetige Bijektion ist, und wollen nun zeigen,
dass h in der Tat ein Homéomorphismus ist. Normalerweise miissten wir nun
anfangen zu rechnen, aber wir haben Gliick, dass I quasikompakt (sogar
kompakt) und S! hausdorffsch ist: Nach [Proposition 4.7|ist dadurch nimlich
auch p automatisch eine Quotientenabbildung. Um die Stetigkeit von A~
nachzuweisen, geniigt daher die Stetigkeit von h~'op, aber h~lop = ¢ ist stetig.
Weil das so wichtig ist, hier das gleiche Argument noch einmal etwas anders:
Da I quasikompakt und ¢ stetig und surjektiv ist, ist nach |[Proposition 4.6
auch I/~ quasikompakt. (Man beachte, dass wir an dieser Stelle in der Tat
ohne etwas nachzurechnen noch nicht wissen kénnen, dass I/~ hausdorffsch
ist.) Nun ist h eine stetige Bijektion von einem quasikompakten Raum in
einen Hausdorffraum also nach ein Homdomorphismus.

Wir bemerken eine wichtige Tatsache, die wir nebenbei gezeigt haben,
und die entsprechend auch fiir andere Falle von Final- oder Initialtopologien
gilt. Dies ist nur eine andere Art, deren Eindeutigkeit zu formulieren.

6.2 Lemma. Seien X, Yy, Y1 Raume und q;: X — Y; Quotientenabbildungen.
Ist fir alle x,2’" € X genau dann qo(z) = qo(2'), wenn ¢1(x) = ¢ (2'), so
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existiert eine eindeutig bestimmie Abbildung h, so dass

Yo

X lh
kommutiert, und h ist ein Homéomorphismus. O

Das Zusammenschlagen von Unterraumen
Fir Falle wie den eben betrachteten fithren wir eine einfachere Notation ein.

6.3 Notation. Sei X ein Raum und A C X. Ist ~ die Aquivalenzrelation
auf X mit

r~y = (z=y)V(z,y €A,
die A zu einem Punkt identifiziert, so schreiben wir
X/A

fiir den Quotientenraum X/~. Sind etwas allgemeiner Ay, ..., A, C X paar-
weise disjunkt und

x~y <= (z=y)V(r,y€ A1) V-V (z,y € Ay),

so schreiben wir
X/(Aq,...,Ap)
fir X/n~.
6.4 Proposition. Esist I/{0,1} ~ S, und fiirn € N ist D"t /8" ~ Sntl,

Beweis. 1/{0,1} ~ S haben wir bereits gezeigt. Fiir n € N wollen wir eine
stetige Abbildung D"t! — S+ angeben, die S™ auf den Nordpol wirft und
ansonsten injektiv ist. Eine solche Abbildung ist nicht schwer hinzuschreiben,
aber unter Umstidnden muss man fiir die Stetigkeit arbeiten, und wir wollen
sie uns lieber von Quotiententopologien schenken lassen. Betrachte dazu das
folgende Diagramm.

Dn+1

S” x D! lp

Sn+1
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Hierbei seien f und g die stetigen Abbildungen
f: 8" x D' — D" g 9" x Dt — g7t

1
(x,8) — s x, (x,8) — (V1—=82-21,...,V1— 8% 2p41,8)

2

Diese sind beide surjektiv, und fiir z,y € S™ x D! gilt

f@)=[fly) = ([@=y)V(z,yes" x{-1}),
9(y) = (z=y)V(z,y € S" x{-1})V (z,y € 5" x {1}).

)
—~
8
I

Da also aus f(z) = f(y) folgt, dass g(z) = g(y), existiert eine Abbildung
p, die das Diagramm kommutativ macht. Da f als stetige Surjektion von
einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum eine Quotientenabbildung
ist, folgt die Stetigkeit von p aus der Stetigkeit von g. Da ¢ surjektiv ist,
ist auch p surjektiv. Mit dem gleichen Argument wie eben ist nun p eine
Quotientenabbildung. Bemerken wir nun noch zusétzlich zu obigem, dass

FHS™M = 8" x {1},
so folgt fiir 2/, 4/ € D"t!
p(@) =p(y) <= @' =y)Vv (@ .y e
und daraus mit Hilfe von Lemma dass D"*1/Sn ~ S+l O
Wir fiithren noch etwas mehr Notation ein.
6.5 Definition. Sei X ein Raum. Dann nennen wir
CX =X xI/X x{1}
den Kegel iiber X und
YX =X xI/(X x{0},X x{1})
die Einhdngung von X.

Im Beweis der letzten Proposition haben wir schon Beispiele kennenge-
lernt:

6.6 Proposition. Sein € N. Dann ist CS™ ~ D" und £.8™ ~ ™+,

Beweis. Die Quotientenabbildungen f und ¢ aus dem letzten Beweis zeigen,
wieder mit Hilfe von Lemma [6.2] dass (S™ x D!)/(S" x {-1}) ~ D!
und (S™ x DY)/(S™ x {—1},8™ x {1}) = S"*!. Ersetzt man D' durch das
homoomorphe I und entsprechend {1, —1} durch {0,1}, so erhélt man die
Behauptung. O
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Projektive Rdume

Bisher haben wir Quotienten betrachtet, die homdomorph zu Rdumen waren,
die wir bereits gut kannten. Spannender ist es, mit Hilfe von Quotienten neue
R&aume zu erschaffen.

6.7 Definition. Sei n € N. Der n-dimensionale (reell-)projektive Raum,
RP™, ist definiert durch

RP™ := S"/~,
wobei fiir z,y € S"
z~y = (z=y)V(z=-y).
Es werden also Antipoden identifiziert.

Wir sollten kurz zwei Begriffe einfiithren, auf die wir bisher verzichtet
haben.

6.8 Definition. Seien X, Y Rdume und f: X — Y eine Funktion. f heift
offen, wenn f[O] fiir alle offenen O C X offen ist, abgeschlossen, wenn f[A]
fiir jede abgeschlossenene Menge A C X abgeschlossen ist.

Man mache sich klar, dass diese beiden Begriffe nicht dquivalent sind.

6.9 Lemma. Sein € N und p: S* — RP" die Quotientenabbildung, die
sich aus der Definition des projektiven Raums ergibt. Dann ist p eine offene
Abbildung.

Beweis. Es bezeichne a: S™ — S™ den Homdéomorphismus x — —z. Ist nun
O C X offen, so ist p~![p[O]] = O U a[O] offen, also p[O] offen. O

6.10 Proposition. Sein € N. RP" ist hausdorffsch.

Beweis. Seien y,y’ € RP". Es seien p und a wie eben. Wir wahlen x,2’ € S™
mit p(z) = y und p(z’) = 3. Seien nun Uy, Uy’ offene disjunkte Umgebungen
von x und 2’ und ebenso Uy, Uy’ offene disjunkte Umgebungen von z und —z'.
Setze nun V' := p[UyNU;| und V' := p[U[Na[U{]]. Da p eine offene Abbildung
ist, sind V' und V’ offen, auRerdem ist y € V und ¢y’ € V’. SchlieRlich ist

PV VY] = ((Uo N U UalUs 0 U1]) 0 (U N alU3)) U (alUG) N UY))
= (UgNUyNU N alU]]) U (U N Uy NalU)NUY)
U (a[Uy N UL NU§ N a[U7]) U (a[Up N UL NalUy] N UT)
=QUOUOUD =0,

also VNV =0@. O
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6.11 Bemerkung. Das wire sicherlich etwas einfacher gegangen, hitte man
die euklidische Metrik auf S™ C R™*! benutzt, es sollte aber gezeigt werden,
dass es auch ohne sie geht.

Dieser Raum wird uns spéter noch beschéftigen. Wir zeigen schon einmal,
wie man ihn auch auf eine andere Art erhalten kann.

6.12 Proposition. Sein € N. Ist ~ die Aquivalenzrelation auf D™ mit
vy = (e=y)V(z,yeSHA(x=—y),
s0 ist D"/~ ~ RP™.

Beweis. Sei zunachst h der Homéomorphismus von D" auf die obere Halb-
kugel von S™

h: Dn—>Sn’
(1,0 mp) — (xl,...,xn7(l—$%—..._:L%)l/2).

Da zu jedem y € S™ ein x € D™ mit h(z) = y oder h(z) = —y existiert,
ist p o h surjektiv. Da D™ kompakt und S™ hausdorffsch ist, ist also p o
h eine Quotientenabbildung. Nun sieht man, dass fiir z,2/ € D™ genau
dann (po h)(z) = (po h)(2') gilt, wenn z ~ /. Mit Lemma folgt die
Behauptung. O

Saturierte Mengen

Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einem Raum X wollen wir uns noch
einmal ndher den Zusammenhang zwischen X und X/~ anschauen.

6.13 Definition. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M.
Eine Teilmenge A C M nennen wir saturiert beziiglich ~, wenn fiir alle z € A
gilt, dass aus y ~ z folgt, dass y € A. Ist A C M beliebig, so nennen wir ihre
Saturierung die kleinste sie enthaltende saturierte Menge.

Eine Menge ist also genau dann saturiert, wenn sie Vereinigung von Aqui-
valenzklassen ist, und die Saturierung einer Menge ist die Vereinigung aller
Aquivalenzklassen ihrer Elemente. Da nun Punkte in X [~ Aquivalenzklassen
beziiglich ~ sind, entsprechen Teilmengen von X/~ saturierten Teilmengen
von X. Ist ¢: X — X/~ die kanonische Quotientenabbildung, so ist diese
Entsprechung gerade durch

P(X/~) — P(X)
A g4

gegeben. Aus der Konstruktion der Finaltopologie ([Proposition 5.10|) erkennt

man, dass hierbei die offenen (abgeschlossenen) Teilmengen von X/~ genau

den offenen (abgeschlossenen) saturierten Teilmengen von X entsprechen.
Wir betrachten dies an einem Beispiel.
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6.14 Beispiel. Sei ~ die Aquivalenzrelation auf X := R x {0,1}, die durch
(@,n) ~ (y,m) < (x=y)A((z#0)V(n=m))

gegeben ist. Aquivalenzklassen sind also gerade die Mengen {(z,0), (z,1)}
fir z # 0 sowie {(0,0)} und {(0,1)}. Wir wollen nun zeigen, dass X/~
nicht hausdorffsch ist. Es lassen sich ndmlich {(0,0)} und {(0,1)} in X/~
nicht durch offene Mengen trennen, oder dquivalent: {(0,0)} und {(0,1)}
lassen sich in X nicht durch offene saturierte Mengen trennen. Das zeigen
wir nun: Zu jeder Umgebung U von (0,0) in X gibt es ein §y > 0, so
dass (—dp,d0) x {0} C U. Ist nun die Umgebung U saturiert, so enthélt sie
die Saturierung von (—dg, dp) x {0}, namlich ((—dp,0) x {0,1}) U {(0,0)} U
((0,60) x {0,1}). Ebenso gibt es zu jeder saturierten Umgebung V' von (0,1)
ein 6; > 0, so dass ((—d1,0) x {0,1})U{(0,1)}U((0,01) x {0,1}) C V. Damit
ist § := min{dp,d1} > 0 und @ # (—0,0) x {0,1} CUNV.

Verkleben

Ein weiteres Konzept, das sich mit Hilfe von Quotientenrdumem modellieren
lasst, ist das Ankleben eines Raumes an einen anderen. Dazu betrachtet man
Réaume X,Y, eine Teilmenge A C X und eine stetige Abbildung f: A — Y.
Man betrachtet nun Y 4+ X mit den kanonischen Inklusionen ig: ¥ — Y + X
und i1: X — Y 4+ X und auf Y + X die Aquivalenzrelation ~ f, die von
io(f(x)) ~fi1(x), x € A, erzeugt wird, also

io(y) ~fio(y) == y=

io(y) ~rii(z) = (z€ AN (f(z)=y),

i1(z) ~pio(y) <= (z€ A)A(f(z)=y),

in(z) ~pir(a') = (z=2")V((z,2" € A)A(f(x) = f(2)))

6.15 Notation. In dieser Situation bezeichnen wir den Quotientenraum
(Y + X))/~ mit Y Uy X und sagen, er entstehe, indem man X vermittels f
an Y anklebe. Bezeichnet ¢: Y + X — Y Uy X die Quotientenabbildung, so
nennen wir

Y sy x e Yur X
die kanonische Inklusion und

XLy X YU X
die charakteristische Abbildung.

Die folgende Aussage ist nicht trivial, da in ihr Quotienten und Einbet-
tungen vorkommen und sich Final- und Initialtopologien nicht immer gut
vertragen.
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6.16 Proposition. Seien X,Y Rdume, A C X und f: A — Y stetig. Dann
ist die kanonische Inklusion j: Y — Y Uy X eine Einbettung.

Beweis. Die Stetigkeit von j ist klar. Die Injektivitédt folgt daraus, dass
io(y) ~f io(y’) nur fiir y = y'. Sei nun V' C Y offen. Es ist zu zeigen, dass
es ein offenes U C Y Uy X gibt, so dass V = j![U] ist. Das heifit, dass
wir eine offene, beziiglich ~ saturierte Menge U CY + X suchen, so dass
V = ig'[U]. Nun ist 4o[V] Ui [f~'[V]] die Saturierung von ig[V], aber im
allgemeinen nicht offen. Da aber f~![V] offen in A ist, gibt es eine offene
Menge U’ € X mit U' N A = f~![V]. Da nun fiir x,2' € X — A nur dann
i1(z) ~pi1(2), wenn x = 2/, ist U := ig[V] U1 [U’] saturiert. Aukerdem ist
U offen und iy '[U] = V. O

Wir iibersetzen die universelle Eigenschaft ([Definition 5.1)) der Finaltopo-

logie in unsere Situation.

6.17 Proposition. Seien XY Raume, A C X und f: A —Y stetig. Ist Z
ein weiterer Raum und sind g: X — Z, h:' Y — Z stetige Abbildungen, so
dass gla = ho f, so existiert genau eine stetige Abbildung k:Y Uy X — Z,
so dass kox =g und koj=h.

A— X

N
Jf lx\
J g

Y*)YUfX
o

Beweis. Alles bis auf die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Definition
von ~y. Fiir die Stetigkeit iiberlege man sich, dass daraus, dass ¥ + X
die Finaltopologie beziiglich i und ¢; tragt und ¥ Uy X die Finaltopologie
beziiglich g, folgt, dass YUy X die Finaltopologie beziiglich j und x tragt. [
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Ordinalzahlen ad hoc

Es tberrascht nicht, dass man fiir mengentheoretische Topologie manchmal
Mengenlehre braucht. Die Konstruktion einiger Beispiele wiirden wir gerne
mit ,Man nehme die kleinste {iberabzéihlbare Ordinalzahl* beginnen, kénnen
das aber nicht, da das Wissen um Ordinalzahlen nicht vorausgesetzt werden
kann. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, so viel Mengenlehre zur Verfiigung
zu stellen, um diese Konstruktionen dennoch durchfiihren zu kénnen, selbst
wenn wir hier nicht definieren, was eine Ordinalzahl ist.

Wohlordnungen

7.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine totale Ordnung auf M heifst ei-
ne Wohlordnung, wenn beziiglich ihr jede nicht-leere Teilmenge von M ein
kleinstes Element besitzt.

7.2 Beispiele.
> Jede totale Ordnung auf einer endlichen Menge ist eine Wohlordnung.

> Die Restriktion einer Wohlordnung auf eine Teilmenge ist eine Wohl-
ordnung.

> Mit den iiblichen Ordnungen ist Z nicht wohlgeordnet, aber N wohlge-
ordnet. Letzteres ist genau das Prinzip der vollstédndigen Induktion.

> Sind (M, <jpr) und (N, <p) disjunkte wohlgeordnete Mengen und ord-
net man M U N so, dass zuerste alle Elemente von M und dann alle
von N kommen, also durch

r<y <= (zxeMAyeN)
V((z,y € M)A (z <py))
V((z,y € N)A(z <n y)),
so definiert dies eine Wohlordnung auf M U N: Sei A C M U N. Ist
AN M # O nicht leer, so besitzt AN M ein kleinstes Element beziiglich

<ps und dieses ist kleinstes Element von A beziiglich <. Ansonsten
besitzt A = AN N ein kleinstes Element beziiglich < also beziiglich <.

51
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> Das letzte Beispiel spezialisierend erhélt man aus einer Wohlordnung
eine neue Wohlordnung, indem man ein weiteres Element hinzufiigt,
dass grofer als alle urspriinglichen ist.

7.3 Notation. Ist M eine nicht-leere wohlgeordnete Menge, so hat sie ein
kleinstes Element. Dieses bezeichnen wir mit 0;; oder auch nur mit 0.

7.4 Notation. Ist < eine Ordnung auf einer Menge M, so benutzen wir die
Intervallschreibweise, also etwa fiir a,b € M

(a,b] :={x e M:a <z <b}.

7.5 Definition und Proposition. Es sei (M, <) eine wohlgeordnete Menge
und x € M nicht maximales Element von M. Dann ist {y € M: y > x} also
nicht leer und hat damit ein kleinstes Element. Dieses schreiben wir succ z
und nennen es den Nachfolger von .

7.6 Lemma. Sei M eine wohlgeordnete Menge und x € M. Dann tritt genau
einer der beiden folgenden Fille ein.

(i) Es existiert ein ' € M mit x = succz’.

(ii) Es st [0,2) =J 0,2').

x’<x[

0

7.7 Definition. Es sei (M, <) eine geordnete Menge. Eine Teilmenge A C M
nennen wir ein Anfangsstick von A, wenn fiir alle z,y € M mit x € A und

y < x gilt, dass y € A. Ein Anfangsstiick A heillt echtes Anfangsstiick, wenn
A#M.

7.8 Proposition. Sei (M, <) eine wohlgeordnete Menge und A C M. A ist
genau dann echtes Anfangsstick von M, wenn ein x € M mit A = [0, )
existiert.

Beweis. Dass Teilmengen der Form [0, z) echte Anfangsstiicke sind, ist klar.
Sei also A ein echtes Anfangsstiick. Da M \ A # @, hat M \ A ein kleinstes
Element x. Es ist also [0,2) C A und = ¢ A. Da A Anfangsstiick ist, gilt fiir
alle y € A mit y > x auch y ¢ A. Damit ist [0,z) = A. O

7.9 Lemma. Es seien M, N wohlgeordnete Mengen. Sind f,g: M — N
Ordnungsisomorphismen auf Anfangsstiicke von N (also injektive monotone
Abbildungen, deren Bilder Anfangsstiicke sind), so ist f = g.

Beweis. Ist x € M, so ist f[[0,x)] ein echtes Anfangsstiick von N, also
existiert ein eindeutig bestimmtes y € N mit f[[Orr,x)] = [On,y). Da auch
f1[0, z]] Anfangsstiick ist, muss f(z) = y sein. Da selbiges fiir g gilt, muss
entweder f(x) = g(z) sein oder ein 2’ < z mit f(z') # g(a') existieren.
Also hat B = {x € M: f(x) # g(z)} kein kleinstes Element und ist damit
leer. O
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Eine Wohlordnung ist eine so starke Struktur, dass es in gewisser Weise
weniger Wohlordnungen gibt, als man vielleicht zunéchst denken wiirde.

7.10 Proposition. Es seien M und N wohlgeordnete Mengen. Dann tritt
genau einer der folgenden drei Fille ein.

(i) Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € M und einen Ordnungsisomor-
phismus zwischen [Opr, z) und N.

(i) Es gibt einen Ordnungsisomorphismus zwischen M und N .

(1ii) Es gibt ein eindeutig bestimmtes y € N und einen Ordnungsisomorphis-
mus zwischen M und [On,y).

Beweis. Alle Eindeutigkeitsaussagen folgen aus Lemma [7.9] Zunéchst fiigen
wir, um die Argumentation ein wenig zu vereinfachen, zu M ein darin nicht
enthaltenes Element m hinzu und machen M’ := M U {m} zu einer Wohl-
ordnung, indem wir festlegen, dass m grofser als alle Elemente von M sei. Es
ist also M = [0pr, m). Wir betrachten nun die Menge

B .= {x € M': Es gibt keinen Ordnungsisomorphismus
von [0p7, ) auf ein Anfangsstiick von N.}

Ist B leer, so ist insbesondere m ¢ B, und es tritt Fall oder Fall
ein. Ist B nicht leer, so hat B ein kleinstes Element x. Fiir alle z < =z
existiert also ein Ordningsisomorphismus f, von [0as, z) auf ein Anfangsstiick
von N. Aus Lemma folgt, dass diese eindeutig bestimmt sind, und fiir
2 < z, dass fzljo,2ry = for. Wéire nun x kein Nachfolger, also nach Lemma
E 0,2) = J,,[0, 2), so gibe es daher eine eindeutig bestimmte Funktion
g:[0,2) — N mit g|j ) = f fiir alle z < 2. Diese wére im Widerspruch zu
x € B ein Ordnungsisomorphismus auf ein Anfangsstiick von N, also existiert
ein 2/ € M mit x = succz’. Nun ist f,/[[0,2')] ein Anfangsstiick von N.
Wiire es ein echtes Anfangsstiick, sagen wir [0y, '), so wiirde gljg 1y = far,
g(2') =y einen Ordnungsisomorphismus von [0, 2] auf [0y, y'] definieren.

Da aber [0, 2'] = [0, z), ein solcher Ordnungsisomorphismus also wegen x € B
nicht existiert, ist f,/[[0,2)] = N und wir haben Fall O

Wir haben in den letzten Beweisen gesehen, dass man fiir wohlgeordnete
Mengen ganz dhnlich wie fiir N Induktionsbeweise fiithren und Objekte rekursiv
definieren kann. Man darf nur nicht vergessen, dass nicht jedes Element
Nachfolger ist und auch der andere Fall aus Lemma zu behandeln ist. In
jedem Fall ist es sehr niitzlich auf einer Menge eine Wohlordnung zu haben.

Der Wohlordnungssatz

Der folgende ,Satz‘ ist eine der bekannten Aussagen, die dquivalent zum
Auswahlaxiom sind. Wir werden ihn aus dem Zornschen Lemma folgern, da
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dies die Form des Auswahlaxioms ist, die auch meist in der Anfdngervorlesung
iber Lineare Algebra benutzt wird.

7.11 Satz (Wohlordungssatz). Jede Menge lisst sich wohlordnen.

Beweis. Sei M die Menge, von der wir zeigen wollen, dass es auf ihr eine
Wohlordnung gibt. Wir betrachten alle Wohlordnungen von Teilmengen
von M:

W:={(A,<): AcC M, < Wohlordnung auf A} .

W ist nicht leer, da die leere Menge Teilmenge von M ist und die einzige
Ordnung der leeren Menge eine Wohlordnung ist. Wir definieren auf W eine
partielle Ordnung =< durch

(A4,<) < (A, <) <= A ist Anfangsstiick von (A’, <) und

< ist Einschrinkung von <'.

Sei nun C C W eine Kette. Wir setzen

B:= |J A

(A, Q)eC

Fir z,2’ € B gibt es nun (A4,<) € C mit z,2’ € A. Wir setzen nun
x<pa < x <2 Dafir (A, <) e C entweder <’ Einschriankung von
< ist oder umgekehrt, ergibt dies eine wohldefinierte Ordnung <p auf B.
Dadurch, dass fiir alle (A, <), (A’,<’) € C gilt, dass A ein Anfangsstiick von
A’ ist oder umgekehrt, folgt, dass fiir jedes (A,<) € C die Menge A ein
Anfangsstiick von B ist und damit, dass <p wieder eine Wohlordnung ist.
(B, <p) ist also eine obere Schranke von C. Aus dem Zornschen Lemma folgt
nun, dass (W, <) ein maximales Element (N, <) hat. Nehmen wir nun an,
dass N # M und wahlen wir ein x € M \ N. Indem wir wieder z als groftes
Element zu M hinzufiigen, erhalten wir eine Wohlordnung auf M U {z}, die
< erweitert und M als echtes Anfangsstiick hat. Da dies ein Widerspruch
zur Maximalitat von (N, <) wire, ist N = M und < eine Wohlordnung
auf M. 0

Die kleinste iiberabzahlbare Ordinalzahl

Wir sind nun bereit, die Wohlordnung zu ,konstruieren‘, die wir fiir einige
Beispiele benutzen werden. Wir beginnen dazu mit einer beliebigen iiber-
abzdhlbaren Menge M, zum Beispiel der Menge der reellen Zahlen. Auf
dieser legen wir eine Wohlordnung fest. Nun nehmen wir irgendein Objekt
«, das nicht in M ist und erweitern die Wohlordnung auf M zu einer auf
M’ := M U{a}, in der a groktes Element ist. Wir betrachten nun

{z € M'": [0,z) ist iiberabzéhlbar} .
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Da M = [0, «), enthilt diese Menge «, ist also nicht leer. Damit enthélt sie
ein kleinstes Element. Dieses nennen wir ab jetzt immelﬂ w1. Wir halten die
(bestiirzende?) charakterisierende Eigenschaft von w fest:

7.12 Proposition. [0,w;) ist iberabzihlbar und fir jedes x € [0,wy) ist [0, )
abzihlbar. O

Dies charaktersiert diese Wohlordnung tatséchlich:

7.13 Proposition. Ist N eine wohlgeordnete tiberabzihlbare Menge, derer
echte Anfangsstiicke alle abzdhlbar sind, so existiert ein Ordnungsisomorphis-
mus zwischen N und [0,w1).

Beweis. Ist x € [0,w1), so kann es keinen Ordnungsisomorphismus zwischen
[0,z) und N geben, da ersteres abzéhlbar, letzteres aber iiberabzdhlbar ist.
Ebenso kann es keinen Ordnungsisomorphismus von [0,w;) auf ein echtes
Anfangsstiick von N geben. Damit muss die dritte Alternative aus
zutreffen, es also einen Ordnungsisomorphismus zwischen N und
[0,w1) geben. O

Mit dem gleichen Argument ist die Menge der natiirlichen Zahlen versehen
mit der iiblichen Ordnung isomorph zu einem echten Anfangsstiick von
[0,w1). Es gibt also ein wp € [0,w;) und einen Ordnungsisomorphismus
f: N — [0,wp). Auch die Notation wp wollen wir beibehalten. Weiterhin
werden wir uns erlauben, die Elemente von [0, wp) mit den natiirlichen Zahlen
zu identifizieren. Wir notieren kurz:

7.14 Proposition. [0,wg) ist unendlich, und fir jedes x € [0,wq) ist [0, x)
endlich. U

Das nun charakterisiert wyg.

Endlich wieder Topologie

Versehen mit den entsprechenden Ordnungstopologien (siche Aufgabe 6)
werden die soeben eingefiihrten geordneten Mengen zu topologischen Rdumen
mit interessanten Eigenschaften, die uns auch in Zukunft noch als Beispiele
dienen werden. Hier nur ein Vorgeschmack.

7.15 Proposition. Wir betrachten den mit der Ordnungstopologie versehe-
nen Raum [0,w1]. wy liegt im Abschluss von [0,w1) aber nicht im Abschluss
irgendeiner abzihlbaren Teilmenge von [0,w1).

Wir zeigen zunéchst:

1 Zumindest bis wir genug Mengenlehre kénnen, um es besser zu wissen.
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7.16 Lemma. Jede abzdihlbare Teilmenge von [0,wy) ist (nach oben) be-
schrankt.

Man vergleiche das mit der einfachen Tatsachen, dass jede endliche Teil-
menge von [0, wp) beschrénkt ist.

Beweis. Sei C' C [0,w:) abzéhlbar. |J,c[0, a) ist als abzéhlbare Vereinigung
abzéahlbarer Mengen abzéhlbar, [0,w;) aber tiberabzéhlbar. Also existiert ein
b e [0,w1)\ Ugecl0, a). Dieses ist obere Schranke von C. O

7.17 Lemma. wy ist kein Nachfolger.

Beweis. Ist a € [0,w1), so ist [0,succa) = [0,a] = [0,a) U{a} abzdhlbar, also
succa # wy. O

Beweis von [Proposition 7.15 Aufgrund der Definition der Ordnungstopolo-
gie ist {(a,w1]: @ € [0,w1)} eine Umgebungsbasis von w;. Ist nun (a,w;] ein
beliebiges Element aus der beschriebenen Umgebungsbasis von wy, so enthalt
es succa € [0,w;). Damit liegt wy im Abschluss von [0, w;).

Sei andererseits C' C [0, w;) abzéhlbar. Dann besitzt C' eine obere Schranke
m € [0,w1) und (m,w] ist eine Umgebung von wy, die C nicht trifft. O

Man beweist ebenso oder folgert daraus:

7.18 Proposition. In [0,w:] besitzt wi keine abzihlbare Umgebungsbasis. [
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Konvergenz I: Folgen und Netze

In metrischen Rdumen kann man topologische Begriffe wie Stetigkeit, Ab-
schluss, Kompaktheit auch mit Hilfe von Konvergenz von Folgen charakterisie-
ren. Die Konvergenz einer Folge lésst sich auch in einem topologischen Raum
definieren, es stellt sich jedoch heraus, dass im allgemeinen Folgen nicht zur
Beschreibung eines topologischen Raumes ausreichen. Es gibt jedoch zwei
andere Konvergenztheorien, die fiir topologische Radume das leisten, was folgen
fiir metrische Rdume leisten: die der Netze und die der Filter. Netze sind
eine direkte Verallgemeinerung von Folgen, was sie zunéchst anschaulicher
und vertrauter macht. Auch scheint, dass einige Analytiker eher wissen, was
Netze sind, als was Filter sind; und mit denen wollen wir uns ja schlieflich
unterhalten kénnen. Andererseits moégen Mengentheoretiker Filter mehr, und
in gewisser Weise ist die Theorie der Filter die einfachere. Vor allem ergibt
sich natiirlich das méchtige Konzept des Ultrafilters. Es gibt zwar auch ein
entsprechendes Konzept fiir Netze, aber das ist weniger naheliegend.

Wir werden daher so vorgehen, nach einem kurzen Blick auf Folgen
zunachst Netze zu betrachten, dort aber nur soviel beweisen, wie notig ist,
um eine Vorstellung davon zu gewinnen, wie diese Theorie aufgebaut ist.
Danach wenden wir uns der Theorie der Filter zu, die wir zu ,unserer
Konvergenztheorie machen wollen.

Folgen

8.1 Definition. Sei X ein Raum. Eine Folge a in X ist eine Funktion
a:N— X.

8.2 Definition. Sei X ein Raum, a eine Folge in X und x € X. Wir sagen a
konvergiere gegen x und schreiben ¢ — x, wenn fiir jede Umgebung U von z
ein n € N extistiert, so dass a,, € U fir alle m > n.

8.3 Proposition. Sei X ein Raum, A C X und x € X. FEuxistiert eine Folge
a mit a, € A fiir allen € N und a — z, so ist x € A.

Beweis. Ist U eine beliebige Umgebung von x, so existiert ein n € N mit
an € U, also ist UN A # Q. O

o7
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8.4 Warnung. Die Umkehrung gilt aber im allgemeinen nicht: Ist ndmlich
X = [0,w;] (mit der Ordnungstopologie versehen), so ist wy € [0,w1), aber
fiir eine beliebige Folge @ in [0,w;) haben wir in |Proposition 7.15[ gesehen,
dass wy nicht im Abschluss der abzéhlbaren Menge {a,: n € N} liegt und
damit a 4 wy.

Es gilt aber:

8.5 Proposition. Sei X ein Raum, A C X und x € A ein Punkt, der eine
abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt. Dann gibt es eine Folge a in A, die gegen x
konvergiert.

Beweis. Sei {Uy,: n € N} eine Umgebungsbasis von z, nach Voraussetzung
existiert eine solche. Wie in Lemma konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass U,, C U, fiir alle m,n mit m > n. Da
r €A, ist U,NA# @ fiir alle n € N. Wir wihlen (!) nun eine Folge a mit
an € U, N A fiir alle n € N. Ist nun V eine beliebige Umgebung von z, so
existiert, da {U,} Umgenungsbasis ist, ein n € N mit U, C V und daher
Uy, C U, CV fiir alle m > n. Damit konvergiert a gegen x. O

Wir fassen zusammen:

8.6 Proposition. Sei X ein Raum, A C X und x € X. Ezistiert eine Folge
i A, die gegen x konvergiert, so liegt x im Abschluss von A. Erfillt X
das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, so gilt die Umkehrung, im allgemeinen aber
nicht. O

Netze

Definitionen

Wir suchen nun einen Ersatz fiir Folgen, durch den wir auch in beliebigen
Raumen topologische Eigenschaften beschreiben kénnen. Wir haben gesehen,
dass Folgen nicht ausreichen, da die (abzahlbare) Menge der natiirlichen
Zahlen als Indexmenge zu klein ist. Wir miissen also auch grofere Mengen
erlauben. Damit man dann wieder den Begriff der Konvergenz definieren kann,
muss diese Menge geordnet sein. Dass wir im Beweis von [Proposition 8.5| eine
total geordnete Umgebungsbasis benutzt haben, wir aber aus|[Proposition 5.30)
wissen, dass solche nicht immer existieren, legt nahe, dass wir von den
Indexmengen nicht fordern diirfen, total geordnet zu sein. Es stellt sich
heraus, dass der folgende Begriff geeignet ist.

8.7 Definition. Eine gerichtete Menge ist eine nicht-leere Menge D zusam-
men mit einer Halbordnung >, so fiir alle k,1 € D ein m € D mit m > k und
m > | existiert.
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8.8 Definition. Sei X ein Raum. Ein Netz in X ist eine Abbildung a: D —
X, wobei D eine gerichtete Menge ist.

8.9 Bemerkung. Folgen sind spezielle Netze. Ein Netz a konnen wir wieder
(aj)jes schreiben, und es wird in der Notation fast wie eine Folge aussehen.

8.10 Definition. Sei X ein Raum, (ag)rep ein Netz in X und x € X. Wir
sagen a konvergiere gegen x und schreiben a — x, wenn fiir jede Umgebung
U von z ein k € D extistiert, so dass a; € U fiir alle [ > k.

Erste Eigenschaften

Nun haben wir, was wir wollten:

8.11 Proposition. Sei X ein Raum, A C X und x € X. x liegt genau dann
im Abschluss von A, wenn ein Netz in A existiert, das gegen x konvergiert.

Beweis. Sei (ap)rep ein Netz in A, das gegen = konvergiert. Ist nun U eine
beliebige Umgebung von x, so existiert ein k € D mit ap € U, also ist
UNA#@. Damit ist x € A.

Sei nun z € A. Wir setzen
D :={U N A: U Umgebung von =}

und ordnen D durch umgekehrte Inklusion, setzen also B < C' :«<—= C C B.
Dies macht D zu einer gerichteten Menge, denn sind U und V' Umgebungen
von z, so auch UNV und es ist UNA < (UNV)NA, VNA < (UNV)NA. Nach
Voraussetzung ist M # () fiir alle M € D. Es gibt also eine Auswahlfunktion
a: D — X mit a(M) € M fiir alle M € D. Dies ist ein Netz in A und @ — =z,
denn ist U eine Umgebung von x, so ist M :=UNA € D und fiir alle N € D
mit N > M ist a(N)e NCM CU. O

Bisher ist vielleicht noch nicht klar geworden, warum wir in der Definition
einer gerichteten Menge gefordert haben, dass je zwei Elemente eine gemeinsa-
me obere Schranke haben. Hatten wir das aber nicht getan, sondern beliebige
Halbordnungen zugelassen, so kénnten wir fiir einen beliebigen Raum X
den Raum selbst durch Gleichheit ordnen und hétten ein ,Netz“ a: X — X
mit a, = x, so dass a — x fiir alle z € X. Das wére offenbar unerwiinscht
gewesen. Nun kann man {iber Eindeutigkeit von Grenzwerten folgendes sagen:

8.12 Proposition. Sei X ein Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist hausdorffsch.

(ii) Jedes Netz in X konvergiert gegen hochstens einen Punkt.
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Beweis. ,=“ Sei (ar)rep ein Netz, z,y € X, x # y, a — z. Ist X haus-
dorffsch, so gibt es eine Umgebung U von x und eine Umgebung V' von y, so
dass UNV = @. Nun gibt es ein k € D, so dass ay € U fiir alle k' > k. Ist
nun ! € D beliebig, so gibt es ein m € D mit m > k und m > [. Es ist dann
am € U, also a,, ¢ V. Damit konvergiert a nicht gegen y.

»<=" Sei X nicht hausdorffsch. Dann existieren x,y € X, = # y, die sich
nicht durch Umgebungen trennen lassen. Fiir solche x,y setzen wir

D :={UNV:U Umgebung von z, V Umgebung von y} .

Wir ordnen D durch umgekehrte Inklusion, das ergibt wieder eine gerichtete
Menge. Da @ ¢ D gibt es eine Auswahlfunktion a: D — X, also ein Netz
mit a(M) € M fiir alle M € D. Ist nun U eine beliebige Umgebung von z, so
st U=UNX e Dund a(M) € M CU fiir alle M € D mit M > U. Damit
konvergiert a gegen x und ebenso gegen y. O

Héufungspunkte und Teilnetze

8.13 Definition. Sei (ax)rep ein Netz in einem Raum X und z € X. x heift
Héiufungspunkt von a, wenn fiir jede Umgebung U von x und jedes k € D
einl € D, > k mit a; € U existiert.

Man denkt nun vielleicht, dass, wenn = ein Haufungspunkt des Netzes a
ist, a ein Teilnetz besitzt, das gegen x konvergiert. Das ist auch wahr, nur dass
der Begriff des Teilnetzes nicht der ist, den man vielleicht naiv angenommen
héatte.

8.14 Definition. Sei (ax)rep ein Netz in X. Ein Teilnetz von a ist ein Netz
(b1)iep in X zusammen mit einer kofinalen Abbildung i: E — D, so dass
b = a;( fiir alle [ € E. Dabei heikt hier ¢ kofinal, wenn zu jedem k € D ein
| € E mit i(l') > k fiir alle I’ > [ existiert.

Man sei hier vorsichtig mit dem Begriff ,kofinal‘, der leider nicht einheitlich
verwandt wird. Es ginge wohl auch, zu fordern, dass ¢ zusétzlich monoton
ist, dann liefse sich auch die Bedingung der Kofinalitdt leichter beschreiben.
Man darf aber nicht fordern, dass i streng monoton ist, denn dann wiirde
die folgende Proposition falsch.

8.15 Proposition. Sei (ag)rep ein Netz in X und x € X. Dann ist x genau
dann Hdufungspunkt von a, wenn es ein Teilnetz von a gibt, das gegen x
konvergiert.

Beweis. Sei (by)icg mit by = a,(;) ein Teilnetz von a, das gegen z konvergiert.
Sei nun £ € D und U eine Umgebung von z. Da b gegen X konvergiert,
gibt es ein | € E, so dass by € U fiir alle I’ > [. Da i kofinal ist, gibt es ein
r € E mit i(r") > k fir alle 7’ > r. Nun gibt es eine obere Schranke m von r
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und [ und i(m) > k und a;() = by, € U. Da U und k beliebig waren, ist =
Héufungspunkt von a.

Sei nun andererseits x ein Haufungspunkt von (ax)rep. Wir betrachten
die folgende Teilmenge von D x P(X).

E :={(k,U): U Umgebung von x, a; € U} .
Wir ordnen E durch
(k,U) < (K, U") =k <K und U’ C U.

Sind nun (k,U), (k',U’) € E, so gibt es ein m € D mit m > k und m > k'
Da z Haufungspunkt von a ist, gibt es dann ein m’ > m mit a,,, € UNU".
Es ist dann (m/,U N U’) obere Schranke von (k,U) und (k',U’), was zeigt,
dass FE gerichtet ist. Betrachten wir weiter

i: E— D
(k,U) — k.

Diese Funktion ist kofinal, denn sogar ordnungserhaltend und surjektiv. Dies
gibt uns das Teilnetz (ai(l))le g von a. Ist nun U eine beliebige Umgebung
von z, so gibt es, da  Haufungspunkt von a ist, ein k € D mit (k,U) € E
fiir alle [ > (k, U) ist damit a;;) € U. Also konvergiert das Teilnetz (a;())icr
gegen . O

Stetigkeit

Die folgenden Tatsachen iiber Netze werden wir nicht mehr beweisen. Die
entsprechenden Tatsachen fiir Filter werden aber bewiesen werden.

Wie wir das von Folgen in metrischen Rdumen gewohnt sind, kann man
Funktionen zwischen topologischen Rdumen mit Hilfe von Netzen auf Kon-
vergenz untersuchen.

8.16 Proposition. Seien X, Y Rdume, x € X und f: X — Y eine Funktion.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig in x.

(ii) Fir jedes Netz (ag)rep in X, das gegen x konvergiert, konvergiert das
Netz (f(ax))kep gegen f(z).

Beweis. Als Aufgabe 24. O

Produkte und Kompaktheit

Die folgende Tatsache gibt vielleicht ein besseres Gefiihl fiir die Produkttopo-
logie. Diese ist namlich die ,,Topologie der punktweisen Konvergenz".
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8.17 Proposition. Seien J eine Menge und X; fir j € J Rdume. Dann
konvergiert ein Netz (ay)gep im Produktraum [];c; X; genau dann gegen
einen Punkt x, wenn fir jedes j € J das Netz ((ar);j)kep in X; gegen x;
konvergiert.

Wir verzichten auf den Beweis, der keine Uberraschungen birgt.

8.18 Proposition. Fin Raum ist genau dann quasikompakt, wenn in thm
jedes Netz einen Hdufungspunkt besitzt.

Dass in einem quasikompakten Raum jedes Netz einen Haufungspunkt
besitzt zeigt man wie die entsprechende Eigenschaft fiir Folgen und metrische
Réaume. Da der Beweis der Umkehrung zwar einfach aber vielleicht nicht
offensichtlich ist, werden wir auf ihn noch zuriickkommen, wenn wir die
entsprechende Eigenschaft fiir Filter beweisen.

Wir werden spéter den Satz von Tychonoff beweisen, der besagt, dass be-
liebige Produkte quasikompakter Rdume quasikompakt sind. Wollten wir die
soeben vorgestellten Tatsachen zum Beweis nutzen, so hatten wir das Problem,
eine Charakterisierung von Quasikompaktheit mit Hilfe von Haufungspunkten
zu haben, aber keine ausreichend einfache Beschreibung von Haufungspunk-
ten in einem Produkt. Andererseits haben wir eine gute Beschreibung von
Konvergenz in einem Produktraum, aber keine passende Charakterisierung
von Quasikompaktheit. Nun kennen wir einen Zusammenhang zwischen Kon-
vergenz und Haufungspunkten, ndmlich dass Haufungspunkte gerade die
Grenzwerte von Teilnetzen sind, doch dieser Zusammenhang ist hier nicht
stark genug. Diese Liicke werden wir fiillen.
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Konvergenz II: Filter

Von Netzen. ..

Schauen wir uns noch einmal die Beweise an, in denen Netze konstruiert
werden mussten, so sehen wir, dass die Netze alle folgende Form hatten: Die
gerichtete Menge war eine Menge von nicht-leeren Teilmengen des Raumes,
die durch umgekehrte Inklusion geordnet war, und die Abbildung von der
gerichteten Menge in den Raum war eine zugehorige Auswahlfunktion. Eine
Ausnahme bildete das Netz, das wir konstruiert haben, um zu zeigen, dass
jeder Haufungspunkt eines Netzes Grenzwert eines Teilnetzes ist, das lag aber
daran, dass dem Netz, von dem wir ein Teilnetz konstruieren wollten bereits
eine beliebige gerichtete Menge zugrunde liegen konnte. Es liegt jedenfalls
nahe, dass man auch dann eine befriedigende Konvergenztheorie erhélt, wenn
man nur Netze der eben beschriebenen Art zuldsst. Wir wollen das nun néher
untersuchen.

9.1 Proposition. Sei X ein Raum und B C P(X). B wird genau dann durch
umgekehrte Inklusion zu einer gerichteten Menge, wenn

(Bla) B # O und

(B1b) fiir alle B,B" € B ein B" € B mit B C BN B’ existiert.
Ist dies der Fall und aufSerdem
(B2) O ¢ B,
so sind fir x € X die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jede Auswahlfunktion a: B — X konvergiert das Netz (ap)pen
gegen .

(i) Zu jeder Umgebung U von x existiert ein B € B mit B C U.

Beweis. (Bla) und (B1b) sind genaue Ubersetzungen der Bedingungen an
eine gerichtete Menge.

63
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Ist a: B — X eine Auswahlfunktion, U eine Umgebung von x und B € B
mit B C U, ist a(B’) € B’ ¢ B C U fiir alle B’ € B mit B’ D B. Deshalb
folgt |(1)| aus

Ist U eine Umgebung von z, so dass BN (X \ U) # O fiir alle B € B, so
gibt es eine Auswahlfunktion a: B — X mit a(B) ¢ U fiir alle B € B. Da

dieses (ap)pep dann nicht gegen x konvergiert, folgt aus ([

Sieht man sich diese Charakterisierung der Konvergenz genauer an, kommt
man auf weitere Ideen. Zunéchst kénnen wir die Auswahlfunktionen ganz
weglassen; dann lauert auch nicht mehr hinter jeder Proposition das Aus-
wahlaxiom, und das freut die Mengentheoretiker. Aufserdem geniigt es, um
Konvergenz gegen x € X zu priifen, alle Obermengen von Elementen von B
zu kennen, denn wir miissen ja nur wissen, ob die Umgebungen von x solche
sind. Das fiithrt uns zu den folgenden Feststellungen.

9.2 Proposition. Sei X ein Raum, B C P(X) und
F:={ACX: Esex. BeB mit AD B}.

Dann erfillt B genau dann die Bedingungen (Bla), (B1b) und (B2) aus
[Proposition 9.1, wenn F die folgenden Bedingungen erfillt.

(Fla) X € F.
(F1b) Fiir alle A, A" € Fist ANA' € F.
(F2) O ¢ F.
Auflerdem gilt nach Definition:
(F3) Fir alle Ae F und A" C X mit A’ D Aist A € F.

Weiterhin erfillt B genau dann Figenschaft aus [Proposition 9.1| fiir ein
x € X, wenn jede Umgebung von x in F enthalten ist. O

9.3 Bemerkung. Wir kénnen die Bedingungen (Fla) und (F1b) auch wieder
gemeinsam wie folgt formulieren.

(F1) F ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten.

Dabei benutzen wir wieder (0 = X.

...zu Filtern

Wir leiten nun aus den soeben gemachten Uberlegungen einige Definitionen

ab.

9.4 Definition. Sei M eine Menge. Ein Filter auf M ist eine Menge
F C P(M), die die folgenden Eigenschaften erfiillt.
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(Fla) M € F.
(F1b) Fur alle A, A" € Fist ANA € F.

(F2) 0 ¢ F.

(F3) Furalle Ae Fund A C X mit A’ D Aist A’ € F.

9.5 Definition. Sei M eine Menge und F ein Filter auf M. Eine Filterbasis
von F ist eine Menge B C P(M), so dass

F={ACX:Esex. B€Bmit AD B}.

9.6 Bemerkung. B ist also genau dann Filterbasis von F, wenn B C F,
und zu jedem A € F ein B € B mit B C A existiert.

9.7 Definition und Proposition. Ist X ein Raum und z € X, so ist die
Menge aller Umgebungen von x ein Filter auf X. Diesen nennen wir den
Umgebungsfilter von x und bezeichen ihn mit U(z). Eine Filterbasis des
Umgebungsfilters ist gerade eine Umgebungsbasis von z.

9.8 Proposition. Sei M eine Menge und B C P(M). Es gibt genau dann
einen Filter auf M, von dem B eine Filterbasis ist, wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind.

(Bla) B# O.
(B1b) Fir alle B, B' € B existiert ein B” € B mit B” ¢ BN B'.
(B2) O ¢ B.
Dieser Filter ist dann eindeutig bestimmd. O

9.9 Definition. Es seien M eine Menge und F, F' Filter auf M. F’ heift
eine Verfeinerung von F und feiner als F, wenn F C F'. F' heifit eine echte
Verfeinerung von F, wenn zusatzlich F' # F.

9.10 Definition. Es sei X ein Raum, x € X und F ein Filter auf X. Wir
sagen, F konvergiere gegen x und schreiben F — z, wenn F eine Verfeinerung
des Umgebungsfilters U (z) von z ist.

Erste Eigenschaften

Wir wollen nun sehen, dass Konvergenz von Filtern tatsachlich zur Beschrei-
bung von topologischen Eigenschaften ausreicht. Wir beginnen mit einer
Charakterisierung von Hausdorffraumen.

9.11 Proposition. Sei X ein Raum. Dann sind dquivalent:



66 9. Konvergenz II: Filter

(i) X ist hausdorffsch.
(ii) Jedes Netz in X konvergiert gegen hichstens einen Punkt.

Beweis. ,=* Seien z,y € X und F ein Filter, der gegen x und gegen y
konvergiert, also gemeinsame Verfeinerung von U(x) und U(y) ist. Ist U €
U(z) und V € U(y), sosind U,V € F, also UNV € F und damit UNV # Q.
Ist nun X hausdorffsch, so folgt = = y.

»,<" Sei X nicht hausdorffsch. Dann existieren x,y € X, x # y, so dass
fiir beliebige U € U(x), V € U(y) gilt, dass UNV # @. Da U(x) und U(y)
Filter sind, folgt daraus, dass {UNV: U € U(z),V € U(y)} eine Filterbasis
ist. Da B D U(z) und B D U(y), gibt es damit einen Filter, der gemeinsame
Verfeinerung von U(x) und U(y) ist. O

Wir notieren kurz, was wir nebenbei gezeigt haben:

9.12 Lemma. Sei M eine Menge und F, F' Filter auf M. F und F' haben
genau dann eine gemeinsame Verfeinerung, wenn AN A" # O fir alle A € F
und A" € F'. O

Nun wollen wir gerne zeigen, dass es fiir A C X und = € A einen Filter
auf A gibt, der gegen x konvergiert. Leider ergibt das keinen Sinn, da ein
Filter auf A kein Filter auf X ist. Das ist ein Spezialfall (ndmlich der einer
Inklusionsabbildung) des Problems, das Bild eines Filter unter einer Funktion
zu definieren.

9.13 Definition und Proposition. Seien M, N Mengen, F ein Filter auf
M und f: M — N eine Funktion. Dann ist

B:={f[A]: Ae F}

eine Filterbasis. Den von ihr erzeugten Filter auf N nennen wir den Bildfilter
von F unter f und bezeichnen ihn mit f.(F).

Beweis. Da F # @, ist B# @. Da @ ¢ F,ist @ ¢ B. Sind A, A’ € F, so ist
ANA € Fund fIANA) C fIA]N fA]. 0

9.14 Proposition. Sei X ein Raum, A C X, i: A — X die Inklusionsabbil-
dung und x € X. Dann sind dquivalent:

(i) = € A.
(ii) Es gibt einen Filter F auf A, so dass is«(F) — x.

Beweis. ,<=* Sei F ein Filter auf A, so dass i(F) — z, und U € U(x). Es
ist U € i.(F), also existiert ein C € F mit C =4[C] C U. Da C C A und
C#@ist UNA#@. Es folgt x € A.



Stetigkeit 67

.= Seiz € A und
F={UNA:Uel(x)}.

Dax € Aist @ ¢ F. DaU(z) ein Filter ist, folgt daraus, dass F ein Filter
ist. Sei nun U € U(xz). DaU D UNA =4UNA]ist U € i (F). Also
U(z) Cix(F), das heillt i (F) — =. O

Stetigkeit

9.15 Proposition. Seien X, Y Rdume, x € X und f: X — Y eine Funktion.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig in x.

(i) Fir jeden Filter F auf X, der gegen x konvergiert, konvergiert der
Filter f«(F) gegen f(z).

Beweis. Ist F ein Filter auf X, der gegen x konvergiert, also F feiner als
U(z), so ist f.(F) feiner als f.(U(x)). gilt daher genau dann, wenn
fe(z)) — f().
Sei nun
B={fU]: U el(z)}

die definierende Filterbasis von f,(U(x)). Genau dann ist f.(U(z)) eine
Verfeinerung von U(f(x)), wenn zu jedem V € U(f(z)) ein B € B mit
B C V, also ein U € U(x) mit f[U] C V existiert. Das ist aber gerade die
Stetigkeit von f in x, um genau zu sein [Proposition 2.18| 0

Haufungspunkte

9.16 Definition. Sei X ein Raum, z € X und F ein Filter auf X. x heifst
Héufungspunkt von F, wenn U N A # O fiir alle U € U(x) und A € F.

9.17 Proposition. Sei F ein Filter auf X und x € X. Dann ist x genau
dann Hdaufungspunkt von F, wenn es eine Verfeinerung von F gibt, die gegen
x konvergiert.

Beweis. Dies ist gerade Lemma angewandt auf F und U(x). O

Verfeinerungen von Filtern spielen also hier genau die Rolle, die Teilnetze
in der Theorie der Netze spielen.
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Kompaktheit

9.18 Proposition. Fin Raum ist genau dann quasikompakt, wenn in thm
jeder Filter einen Hdufungspunkt besitzt.

Wir bemerken zunéachst:

9.19 Lemma. Sei X ein Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent.

(i) X ist quasikompakt.

(ii) Fir jede Menge A von abgeschlossenen Teilmengen von X mit
m E#O fir alle endlichen € C A

ist A% Q.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der Definition der Quasikompaktheit
durch Ubergang zu Komplementen und Kontraposition. O

Beweis der Proposition. Sei F ein Filter auf X. Wir bemerken zunéchst, dass
H::ﬂ'H mit H = {Z:AE}"}

die Menge der Haufungspunkte von F ist. Nun sind alle endlichen Schnitte
von Elementen aus H nicht-leer, da ja schon alle endlichen Schnitte von
Elementen von F nicht-leer, da selbst in F, sind. Ist X quasikompakt, so ist
also H # Q.

Sei nun X nicht quasikompakt. Dann existiert eine Menge A von abge-
schlossenen Teilmengen von X, so dass wir fiir B := {(\€: £ C A endlich}
haben, dass @ ¢ B aber (A = . Da B offenbar unter endlichen Schnit-
ten abgeschlossen ist, ist B eine Filterbasis. Sei nun F der von B erzeugte
Filter. Dann ist (({A: Ae F} c N{A: A€ A} =N A= 0, also F ohne
H&ufungspunkte. O

Wahlt man zu der im Beweis fiir einen nicht quasikompakten Raum
konstruierten Filterbasis B eine Auswahlfunktion, so erhélt man ein Netz ohne
H&aufungspunkt. Das 16st das nach [Proposition 8.18| gegebene Versprechen
ein.

Produkte

9.20 Proposition. Seien J eine Menge und X; fir j € J Rdume. Dann
konvergiert ein Filter F auf dem Produktraum HjeJ X genau dann gegen
einen Punkt x, wenn fir jedes k € J der Filter (py)«(F) auf Xy gegen xy
konvergiert, wobei p die kanonische Projektion auf X} bezeichne.



Ultrafilter und der Satz von Tychonoff 69

Beweis. Sei x € [[;c; X; und F ein Filter auf [, ; X;. Gilt 7 — =, so auch
(pk)«(F) — xy, fiir alle k € J, da die py stetig sind. Sei nun andererseits F
derart, dass (pg)«(F) — zy fir alle k € J. Fir k € J und U € U(xy) ist dann
U € (pr)«(F). Damit existiert ein A € F mit pp[A] C U also A C p; '[U]. Es
folgt plzl[U ] € F. Aus der Konstruktion der Initialtopologie, [Proposition 5.11]
siehe auch [Proposition 5.28| folgt aber, dass die Menge

{ﬂpl;l[UT]: n €N k. € J,U, EU(JUkT)}
r=1

eine Umgebungsbasis von x, also eine Filterbasis von U(z) ist. Da F unter
endlichen Schnitten abgeschlossen ist, enthéalt F diese Menge. Damit ist F
eine Verfeinerung von U(z). O

Am Ende des Abschnitts iiber Netze haben wir uns iiberlegt, was das
Problem wiére, wenn wir den Satz von Tychonoff, der besagt, dass Produkte
quasikompakter Raume quasikompakt sind, beweisen wollten. Wir sind nun
in genau der selben misslichen Lage. Doch Hilfe naht. ..

Ultrafilter und der Satz von Tychonoff

9.21 Definition. Ein Filter heiftt Ultrafilter, wenn er keine echte Verfeinerung
besitzt.

Das Praktische an Ultrafiltern ist, dass wir nicht zwischen Grenzwerten
und Haufungspunkten zu unterscheiden brauchen.

9.22 Lemma. Sei X ein Raum, v € X und F ein Ultrafilter auf X. Dann
konvergiert F genau dann gegen x, wenn x Hdufungspunkt von F ist.

Beweis. Ein Grenzwert ist immer auch Hiufungspunkt. Ist andererseits x
Haufungspunkt von F, so hat F nach [Proposition 9.17] eine Verfeinerung, die
gegen x konvergiert. Da F aber gar keine echte Verfeinerung besitzt, muss es
sich dabei um F handeln. O

Wenn Ultrafilter so praktisch sind, muss man sich natiirlich fragen, wie
viele es davon iiberhaupt gibt. Gliicklicherweise liefert sie uns das Zornsche
Lemma in ausreichender Anzahl.

9.23 Proposition. Jeder Filter besitzt eine Verfeinerung, die ein Ultrafilter
15t.

Beweis. Sei F ein Filter auf einer Menge M. Wir betrachten die Menge
aller Verfeinerungen von F und ordnen sie durch Inklusion. Die Proposition
behauptet nun gerade, dass diese Halbordnung ein maximales Element besitzt.
Vermoge des Zornschen Lemmas geniigt es zum Beweis, zu zeigen, dass jede
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Kette eine obere Schranke besitzt. Sei also C eine Kette. Dann ist G := JC
ein Filter: Da C # @ und @ # F C F' fir alle 7' € C,ist G #D. Da @ ¢ F'
fiir alle 7/ € C, ist @ ¢ G. Sind A, B € G, so existiert, da C eine Kette ist,
ein / € Cmit A,B€ F undesist ANB € F' C G. G ist also Filter und
offenbar obere Schranke von C. L]

9.24 Proposition. Sei X ein Raum. X ist genau dann quasikompakt, wenn
geder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Ist X quasikompakt, so hat nach [Proposition 9.18| jeder Filter auf
X einen Haufungspunkt, nach Lemma ist dann also jeder Ultrafilter
konvergent. Ist X derart, dass jeder Ultrafilter auf X konvergiert, so hat
jeder Filter auf X nach [Proposition 9.23| eine konvergente Verfeinerung, also
einen Haufungspunkt. Damit ist X nach [Proposition 9.18| quasikompakt. [

9.25 Proposition. Seien M, N Mengen, F ein Ultrafilter auf M und
f: M — N eine Funktion. Dann ist f.(F) ein Ultrafilter.

Beweis. Sei G eine Verfeinerung von f(F) und B € G. Dann ist BN f[A] # O
fiir alle A € F, also AN f71[B] # O fiir alle A € F. Damit haben die
Filter 7 und {A' Cc M: A’ > f~'[B]} nach Lemma @ eine gemeinsame
Verfeinerung; da aber F Ultrafilter ist, muss f~'[B] € F sein. Es ist also
B D f[f7YB]] € f«(F) und damit B € f.(F). Da B € G beliebig gewiihlt
war, ist fi(F) = G, und da wiederum G eine beliebige Verfeinerung war, ist
f«(F) Ultrafilter. O

9.26 Satz (Tychonoff). Seien J eine Menge und X fiir j € J quasikompakte
Riume. Dann ist auch der Produktraum || jed X quasikompakt.

Beweis. Sei F ein Ultrafilter auf [, X;. Nach [Proposition 9.25 sind dann
auch alle (p;).(F), p; hier wieder die kanonischen Projektionen, Ultrafilter.
Da die X; quasikompakt sind, existiert nach [Proposition 9.24|zu jedem j € J
ein z; mit (p;)«(F) — z;. Fir = (x;);es gilt nun nach [Proposition 9.20)|
F — x. Da also jeder Ultrafilter auf Hj X, konvergiert, ist Hj X, nach
[Proposition 9.24] quasikompakt. O

Da dieser Beweis nun wirklich schon, kurz und konzeptionell war, hier
die Bemerkung, die an dieser Stelle immer folgt: Der Satz von Tychonoff ist
schwer. Die Eleganz des Beweises, die hoffentlich auch in der vorliegenden
Darstellung erkennbar ist, zeugt davon, dass Konvergenz von Filtern eine
gute Theorie ist.

Man beachte auch, dass wir im Beweis an zwei Stellen das Auswahlaxiom
benutzt haben: Zunéchst in Gestalt des Zornsches Lemmas beim Beweis von
[Proposition 9.23| und im eigentlichen Beweis, als wir zu jedem der Filter
(pj)«(F) einen Grenzwert gewéhlt haben. Will man den Satz von Tychonoff
nur fiir kompakte (also hausdorffsche) Rdume beweisen, so ist diese zweite
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Anwendung natiirlich {iberfliissig. Es ist bekannt, dass der Satz von Tychonoff
wie wir ihn formuliert haben, also fiir quasikompakte Rdume, zum Auswahl-
axiom aquivalent ist, wahrend |[Proposition 9.23| und damit die Fassung fir
kompakte Rdume echt schwécher ist, der Satz von Tychonoff aber auch in die-

ser Fassung nicht in der iiblichen Mengenlehre ohne Auswahlaxiom bewiesen
werden kann.
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Trennungsaxiome

Wir haben gesehen, dass die Eigenschaft jhausdorffsch’ eine wichtige Rol-
le spielt. Wir werden nun verwandte Eigenschaften vorstellen, die spéter
Verwendung finden werden.

Definitionen und erste Eigenschaften

10.1 Definition. Sei X ein Raum. Ein Raum heifst ein T;-Raum, i €
{1,2,3,4}, wenn er die entsprechende der folgenden Eigenschaften erfiillt.

(Th) Fir alle 2o,z € X mit z¢ # x1 existiert eine offene Menge O C X mit
xg € O, 11 ¢ 0.

(Ty) Fiir alle g, 21 € X mit xg # x1 existieren offene Mengen Oy, 01 C X
mit z; € O; und Og N O = A.

(T5) Fiir alle Punkte z € X und abgeschlossenen Mengen A C X mit
x ¢ A existieren offene Mengen Op, 01 C X mit z € Oy, A C O1 und
OpNOL =0.

(Ty) Fiir alle abgeschlossenen Mengen Agy, Ay C X existieren offene Mengen
00,01 C X mit A; C O; und Oy N O1 = O.

Der Raum X heifst reguldr, wenn er T3 und T} erfiillt, normal, wenn er T}
und 74 erfullt.

10.2 Proposition.

> Th1-Rdume sind genau die Rdume, in denen alle einelementigen Mengen
abgeschlossen sind.

> Th-Raume erfillen Ty .
> Reguldre Riume erfiillen T5.

> Normale Raume sind requldr.

73
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10.3 Bemerkung. Alle nicht in der Definition oder dieser Proposition no-
tierten Implikationen gelten nicht. Zum Beispiel gibt es T3-Raume, die nicht
T5 erfiillen, und T4-Raume, die nicht T3 erfiillen.

Wir erinnern an eine einfache Umformulierung, die wir bereits als Ubung
gezeigt haben.

10.4 Proposition. Ein Raum X ist genau dann ein Ts-Raum, wenn fir
jeden Punkt x € X

{2} =({U: U e ()}
qgilt. ]

Fiir T3 haben wir eine dhnliche Charakterisierung.

10.5 Proposition. Ein Raum X ist genau dann ein Ts-Raum, wenn fir
jeden Punkt x € X die Menge {U Uel(x } eine Umgebungsbasis von x
18t.

Beweis. Sei x € X.

Sei X ein T3-Raum und V' € U(x), also x ¢ X \ V. Dann existieren
offene disjunkte Mengen U, U’ mit x € U und X \V C U’. Es ist also
UecU(z)und U C X\U' C X\ X\V CV.Danitist {U: U €U(z)} eine
Umgebungsbasis von x.

Sei nun andererseits {U Uel(x } eine Umgebungsbasis von x und A C
X abgeschlossen, x ¢ A. Dann ist X \ A eine Umgebung von z, also existiert
ein U €U(z) mit U C X\ A. Esistalsoz € intU =: Oy, AC X\ U =: Oy
und Og, O; offen und disjunkt. O

Beispiele

Die folgenden Uberlegungen werden zeigen, dass kompakte Rdume normal
sind. Die Zwischenschritte sind es aber wert, notiert zu werden.

10.6 Proposition. Sei X ein To-Raum, K C X kompakt. Dann ist
K =(){0: 05K, O offen}.

Beweis. Seix € X\ K. Es ist zu zeigen, dass eine offene Menge O mit K C O
und = ¢ O existiert.

Da {z} = N{U: U €U(z)}, ist {K\U:U €U(x)} eine offene Uber-
deckung von K. Da K kompakt ist, existieren n € N und Uy € U(x),
1 <k <n, so dass

k=1 k=1
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O ist offen und

X\@zintﬁﬁk: ﬁintUkD ﬁUkEx.
k=1 k=1 k=1
O

10.7 Proposition. Sei X ein To-Raum, Ko, K1 C X kompakt und disjunkt.
Dann existieren offene Mengen Oy, O1 C X mit K; C O; und OgN O1 = Q.

Beweis. Wir wiederholen den vorherigen Beweis mit Ky an der Stelle von z,
K1 an der Stelle von K und der soeben gezeigten Eigenschaft an der Stelle
der Hausdorff-Eigenschaft.

Da Ko =) {U: UDKy U offen}, ist {K1 \U:U DKy, U offen} eine
offene Uberdeckung von K. Da K; kompakt ist, existieren n € N und offene
U, D Ko, 1 <k <n, so dass

Kic | J&X\Ty) =X\ ()T =01
k=1 k=1
O ist offen und mit
Oy ::X\blzintﬂﬁk: ﬂintUkD ﬂUkDKo.
k=1 k=1 k=1
ist auch Oq offen und Oy N O = O.

10.8 Korollar. Kompakte Riume sind normal.
10.9 Proposition. Metrisierbare Riume sind normal.

Beweis. Sei X ein Raum, d eine Metrik auf X, die die Topologie induziert
und Ay, A1 C X abgeschlossen und disjunkt. Fiir 4,5 € {0,1}, i # j, v € A;
setze e, 1= 3inf{d(z,2’): 2/ € A;}. Da z € int(X \ 4;), ist &, > 0. Mit
O; = UzeAi B, (x) ist O; offen und A; C O;. Ist nun = € Ay, y € Ay, so ist
s < 2d(z,y) und gy < 1d(y, z). Fiir beliebiges z € X folgt d(z,z)+d(z,y) >
d(z,y) = id(z,y) + 3d(y,2) > ez + &y, also z ¢ B, N B.,. Damit ist
Op N0 = 0. O

Vererbung

Auf Quotienten vererben sich die Trennungseigenschaften im allgemeinen
nicht, das heiftt Quotienten eines T;-Raumes miissen nicht 7 erfiillen. Es soll
uns geniigen, darauf hinzuweisen, dass wir in einen Quotienten
des normalen Raumes R + R betrachtet haben, der nicht hausdorffsch ist.
Zumindest die ersten drei Trennungsaxiome vererben sich aber auf Unterrdu-
me und Produkte, wie wir jetzt zeigen werden. Dass dies fiir T4 nicht gilt,
werden wir zumindest teilweise in einer Ubung sehen.
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10.10 Proposition. Erfillt ein Raum die Figenschaft T;, i € {1,2,3}, so
erfilllen auch alle seine Unterrdume diese Figenschaft.

Beweis. Wir betrachten nur T3, die anderen Félle sind einfacher.

Sei X ein T3-Raum und Y C X ein Unterraum. Sei x € Y, A C Y
abgeschlossen in Y und z ¢ A. Dann existiert ein abgeschlossenes A’ C X
mit A’NY = A. Da x ¢ A’, existieren in X offene, disjunkte Mengen U, V/
mit z € U, A/ C V. Nun sind UNY und V NY disjunkt und offen in Y,
reUNY, ACVnyY. O

10.11 Proposition. Ein Produkt von T;-Raumen, i € {1,2,3} erfillt T;.

Beweis. Wir betrachten wieder nur T5.

Seien also J eine Menge und X; fiir j € J Raume, die T3 erfiillen. Sei
nun z € [, ; X; beliebig. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebiges U € U(z) ein
abgeschlossenes U’ € U(x) mit U’ C U existiert. Nun existieren fiir U € U(x)
ein n € N und fiir 1 <k < n Indizes ji € J und Vj, € U(xj,) mit

ﬂ (pjk)il[vk} cvu.
k=1

Da die Raume X; Eigenschaft T3 erfiillen, existieren abgeschlossene V) €
U(zj,) mit V/ C Vj. Nun ist

U= (Vps) ' Vil cU
k=1

und U’ eine abgeschlossene Umgebung von x. ([l
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Reellwertige Funktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir Rdume, die in gewisser Hinsicht viele
stetige reellwertige Funktionen zulassen. Zunéchst zeigen wir, dass normale
Réaume zu diesen gehoéren. Danach betrachten wir vollstdndig regulare Rau-
me, eine Klasse von Raumen, die per Definition viele stetige reellwertige
Funktionen zulassen. Sehr spezielle reellwertige Funktionen sind Metriken;
ein einfacher Metrisationssatz fiir vollstandig reguldre Raume schliefst sich
an.

Normale Raume

Wir formulieren zunéichst die Trennungseigenschaft Ty analog zu
on 10.5 um.

11.1 Proposition. Fin Raum X ist genau dann ein Ty-Raum, wenn fir jede
abgeschlossene Menge A und jede offene Menge O mit A C O eine offene
Menge U mit AC U C U C O existiert.

Beweis. Sei X ein Tyj-Raum und A C O C X, A abgeschlossen, O offen. Da
X \ O abgeschlossen und disjunkt zu A ist, existieren offene U,V C X mit
ACcU, X\OCVudUNV =0.Esistdann U Cc X\ V C O.

Hat andererseits X die Eigenschaft aus der Proposition und sind A, B C X
disjunkt und abgeschlossen, so existiert eine offene Menge U mit A C U C
U C X \ B. Fiir die offene Menge V := X \ U gilt dann U NV = @ und
B C V. Damit ist X ein T4-Raum. [l

11.2 Satz (Urysohnsches Lemma). Sei X ein Ty-Raum und A,B C X
abgeschlossen und disjunkt. Dann existiert eine stetige Funktion f: X — [0, 1]

mit flA] C {0}, f[B] C {1}

Beweis. Sei D,, := {an 0<m< 2”} firn € Nund D := UneN D,,. Wir
zeigen zunéchst, dass es offene Mengen Uy, d € D mit A C Uy, Uy = X \ B
und Uy C U, fiir alle d,e € D mit d < e. Setze dazu U; := X \ B und wiihle
mit Hilfe der vohergehenden Proposition Uy, so dass A C Uy C Uy C X \ B.
Ist nun n € N und Uy fiir alle d € D,, definiert, so setzen wir die Definition

7
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fiir alle d € Dy41 wie folgt fort. Fiir alle d = 57 mit geraden m ist Uy
bereits definiert. Ist nun m ungerade, so ist U m—1 C Um+1 und wir kénnen

2n+1 2n+
U_m _ so wihlen, dass U m-1 C U_m_
on+1 on+l on+1
Fiir diese U, definieren wir nun
fiX =0,
inf{de D:z €Uy}, =€l
€T —

1, z ¢ U

Es ist offenbar f[A] C {0} und f[B] C {1}. Seien nun r,s € [0, 1]. Es sind
F10,7) = Uy, Ua und £1(5,1]) = Uy (X \ Ug) = Ugsro (X \ Ua) offen,
dabei gilt die letzte Gleichheit, da zu jedem d € D mit d > s > 0 ein
d € D mit d > d > s existiert. Da {[0,7): r € [0,1]} U {(s,1]: s € [0,1]}
eine Subbasis der Topologie von [0, 1] ist, zeigt das die Stetigkeit von f. O

11.3 Bemerkung. Das charakterisiert die 74-Réume, denn ist f: X — [0, 1]
eine stetige Funktion mit f[A] C {0} und f[B] C {1}, so sind f~1[[0, )]
und f~! [(%, 1]] offene Mengen, die A und B trennen.

Bevor wir fortfahren, miissen wir uns vergewissern, dass ein Konzept, das
wir aus der Analysis I fiir den Raum R kennen, auch allgemeiner sinnvoll ist.

11.4 Definition. Sei M eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum. Wir
sagen, eine Folge (fy,)nen von Funktionen f,,: M — Y konvergiert gleichmdfig
gegen eine Funktion g: M — Y, wenn zu jedem € > 0 ein n € N existiert, so
dass |g(z) — fm(x)| < ¢ fir alle x € M und m > n.

11.5 Proposition. Sei X ein topologischer Raum, (Y,d) ein metrischer
Raum und (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdfig gegen
eine Funktion g: X — 'Y konvergiert. Dann ist g stetig.

Beweis. Sei x € X und ¢ > 0. Dann existiert ein n € N, so dass |fp(z) —
g(z)| < €/3 fiir alle z € X und eine Umgebung U von z, so dass f[U] C

B.3(f(x)). Damit ist

l9(z") — g(@)] < Fa@)| 4+ 1fn(2)) = fu(@)] + | fol@) — 9(2))]

=&

OJW)E
/\

x') -
6
T3

AN
oo\m:

fiir alle ' € U, und g ist in x stetig. O

Als néichstes wollen wir zeigen, dass sich in Ty-Radumen auf abgeschlossenen
Teilmengen definierte stetige reellwertige Funktionen auf den ganzen Raum
fortsetzen lassen. Wir beginnen mit einem Teilergebnis.
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11.6 Lemma. Ist X ein Ty-Raum, A C X abgeschlossen, b € R und f: A —
[0, 0] stetig, so existiert eine stetige Punktion g: X — [0,1b] mit 0 < f(x) —
g(z) < 2b fiir alle x € A.

Beweis. Setze By = f~1[[0,3b]] und By := f~![[2b,}]]. Nach dem Ury-
sohnschen Lemma existiert dann eine stetige Funktion hA: X — [0, 1] mit
h[Bo] C {0}, h[B1] C {1}. Mit g(z) := 1b- h(z) erhilt man eine Funktion
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

11.7 Satz (Tietze). Ist X ein Ty-Raum, A C X abgeschlossen und f: A —
[0, 1] stetig, so existiert eine stetige Funktion F: X — [0,1] mit F|4 = f.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir fy := f. Nun verschaf-
fen wir uns rekursiv fiir n € N stetige Funktionen f,: A — [0, (%)n] und
gn: X — [O,%(%)n] mit fpy1(x) = fo(z) — gn(x) fiir alle z € A. Den
Rekursionsschritt liefert dabei Lemma

Da > >, (% . (%)n) =1, ist die Reihe ) g, gleichmé&Rig konvergent und

definiert eine stetige Funktion F': X — [0,1] durch F(z) := 2 gn(x). Fiir
x € Aund n € N gilt aukerdem

f@) =Y gal@)
k=0
= fo(z) = (fo(x) — fi(2)) = (f1(@) = fa(x)) — - = (fu(2) = frs1(2))
= fn-l—l(x)?

und da f,: A — [O, (%)n] und (%)n — 0 folgt F|a = f. O

Vollstéandig regulédre Rdume

Wir fligen der Liste der Trennungseigenschaften noch eine weitere hinzu.

11.8 Definition. Sei X ein Raum. Wir sagen, X sei ein T3,-Raum, wenn er
die folgende Eigenschaft erfiillt.

(T54) Zu jedem Punkt z € X und jeder abgeschlossenen Menge A C X mit
x ¢ A existiert eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit f(z) = 0 und
fIA] {1}

Ein Raum heiflt vollstindig requldr, wenn er T3, und T erfiillt.
11.9 Proposition. T3,-Rdiume erfillen T5. U
11.10 Proposition. Normale Riume sind vollstindig reguldr.

Beweis. Gegeben eine abgeschlossene Menge A und ein x ¢ A wende man
das Urysohnschen Lemma auf {z} und A an. O
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Die folgende Propositition zeigt die Bedeutung der Existenz reellwertiger
stetiger Funktionen, wie sie fiir T3,-Réume gegeben ist.

11.11 Lemma. Sind X ein Raum, J eine Menge und fj: X — [0,1] stetige
Funktionen, so dass fiir jeden Punkt x € X und jede abgeschlossene Menge
ACX mite ¢ AeinjeJ mit fj(x) =0 und fj[A] C {1} existiert, so trigt
X die Initialtopologie beziiglich der f;.

Beweis. Da die f; als stetig vorausgesetzt sind, reicht es nach der Konstruk-
tion der Initialtopologie aus [Proposition 5.11] noch zu zeigen, dass fiir jedes
x € X und jede offene Umgebung U von x ein j € J und eine offene Menge
V C [0,1] mit z € f71[V] C U existieren. Nach Voraussetzung existiert aber
ein j € J,sodass fj(z) = 0und f;[X\U] C {1},alsoz € f71[[0,1)] cU. O

Die Eigenschaft, Initialtopologie beziiglich einer Menge von Funktionen
zu sein, wollen wir umformulieren.

11.12 Proposition. Sei X ein Raum, Y; fir j € J Riume und fj: X —Y;
Funktionen. Dann tragt der Raum X genau dann die Initialtopologie beziiglich
der Funktionen f;, j € J, wenn er die Initialtopologie beziiglich der Funktion

(fi)jes: X = Il;e, Y trigt.
Beweis. Aus der universellen Eigenschaft der Produkttopologie folgt:
> (fj)jes ist genau dann stetig, wenn f; fiir alle j € J stetig ist.

> Ist Z ein Raum und g: Z — X eine Funktion, so ist (f;)jes © g genau
dann stetig, wenn f; o g fiir alle j € J stetig ist.

Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus der universellen Eigenschaft der

Initialtopologie in O

11.13 Proposition. Ist X ein vollstindig requlirer Raum, der das zweite
Abzdhlbarkeitsaziom erfillt, so existiert eine abzdhlbare Menge C und eine
Einbettung h: X — [0,1]¢.

Bewes. Wir zeigen zunachst, dass X eine abzidhlbare Menge von Funktionen
besitzt, die die Bedingungen aus Lemma [I1.11] erfiillt. Sei dazu B eine
abzéhlbare Basis der Topologie von X. Zu jedem Paar (U,V) € B x B
withlen wir, wenn eine solche existiert, eine stetige Funktion f: X — [0, 1]
mit f[U] C {0} und f[X \ V] C {1}. Dies liefert uns eine abzdhlbare Menge
C von Funktionen.

Ist nun z € X und A C X abgeschlossen mit x ¢ A, so existiert ein
VeBmitx eV C X\ Aund, da X ein T3,-Raum ist, eine stetige Funktion
g: X — [0,1] mit g(z) = 0 und g[X \ V] C 1. Betrachten wir nun die stetige
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Funktion

t:10,1] — [0, 1]
0, s <
S —
2s—1, s>
und setzen wir ¢’ := t o g, so ist (¢')1[{0}] D g~1[[0, )] eine Umgebung von
z, also existiert ein U € B mit € U und ¢'[U] C {0}. Da iiberhaupt eine
Funktion, namlich ¢/, mit diesen Eigenschaften existiert, existiert auch ein
feCmit f(z) € flU] = {0} und f[A] C fIX\V]C {1}.
Da also C' die Voraussetzungen von Lemma [11.11] erfiillt, tragt X die

Initialtaltopologie beziiglich der f € C. Mit |Proposition 11.12f umformuliert
tragt X die Initialtopologie beziiglich der Abbildung

NI D=

h: X —[0,1]¢
x —h(x)
W)y = f(x).

Es ist nur noch zu zeigen, dass h injektiv ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn C Punkte trennt, wenn es also zu x,y € X mit & # y immer ein f € C
mit f(z) # f(y) gibt. Da aber X ein Tj-Raum ist, ist in dieser Situation {y}
abgeschlossen und die Argumentation des letzten Absatzes angewandt auf z
und {y} liefert ein f € C mit f(z) =0# 1= f(y). O

11.14 Proposition. Abzihlbare Produkte metrisierbarer Rdume sind metri-
sierbar.

Beweis. Als Aufgabe 31. 0

11.15 Satz. Ist X ein vollstindig requldrer Raum, der das zweite Abzihlbar-
keitsaxiom erfillt, so ist X metrisierbar.

Beweis. Nach [Proposition 11.13|und [Proposition 11.14]ist X homd&omorph
zu einem Unterraum eines metrisierbaren Raumes. O

Dies ist ein recht schwacher Metrisiationssatz, doch wir wollen uns mit
ihm begniigen. Mehr zu diesem Thema findet man in [Que73, Kap. 10].
Dort erfihrt man zum Beispiel, dass Regularitét an Stelle von vollstéandiger
Regularitét ausgereicht hétte.



82

11. Reellwertige Funktionen



Lieferung 12

Kompaktifizierungen

Kompaktifizierungen

12.1 Definition. Sei X ein Raum. Eine Kompaktifizierung von X ist ein
kompakter Raum K zusammen mit einer Einbettung e: X — K, so dass
e[X] dicht in K ist.

12.2 Bemerkung. Um eine Kompaktifizierung zu besitzen, muss X natiirlich
hausdorffsch sein. Mehr noch: Da kompakte Raume vollstindig regulér sind
und sich vollstandige Regularitat auf Unterrdume vererbt (das zeigt man wie
fiir Regularitét), muss X vollstdndig regulér sein. Wir werden bald sehen,
dass vollstandig regulére Rdume tatsdchlich immer eine Kompaktifizierung
besitzen.

12.3 Beispiele.

> In Aufgabe 2 haben wir gesehen, dass die stereographische Projektion
eine Einbettung s: R" — 5™ liefert, so dass S™ \ s[R"] aus einem
einzigen Punkt besteht. Da fiir n > 0 kein Punkt von S™ isoliert ist, ist
in diesem Fall s: R” — S™ eine Kompaktifizierung von R™. (Zum Fall
n = 0 beachte, dass R selbst kompakt ist.)

Genau dann konvergiert fiir eine Folge (a,) in R die Folge (s(ay,)) gegen
diesen zusétzlichen Punkt, wenn die urspriingliche Folge bestimmt gegen
unendlich konvergiert. Man kann sich diese Kompaktifizierung also so
vorstellen, dass ein unendlich ferner Punkt zu R™ hinzugefiigt wurde.

> Die Abbildung

bildet R™ homéomorph auf das Innere der Scheibe ab und ist daher
auch eine Kompaktifizierung von R". Fiir den Fall n = 1 entspricht das
dem Hinzufiigen eines Punktes +00 und eines Punktes —oco zu R.

83
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> Die Inklusion Q N1 — I ist eine Kompaktifizierung von Q N 1. Im
Gegensatz zu den vorhergehenden Beispielen ist hier QNI nicht offen in [.
Dies liegt daran, dass QQ nicht die Eigenschaft der lokalen Kompaktheit
besitzt, eine Eigenschaft, die wir bald definieren werden.

12.4 Definition. Sei X ein Raum. Zwei Kompaktifizierungen e;: X —
K7 und es: X — Ky heiken dquivalent, wenn es einen Homdomorphismus
h: K1 — K gibt, so dass

K

Ky
kommutiert.

12.5 Lemma. Seien X ein Raum und e;: X — Ki und es: X — Ky
Kompaktifizierungen. Existieren stetige Abbbildungen f und g, so dass die
beiden Diagramme

o Ky o K
X/ ‘/f und X/ lg
X i \ i

kommutieren, so sind eq und ey dquivalente Kompaktifizierungen.

Beweis. Durch Zusammensetzen der beiden Diagramme erhalten wir das
kommutative Diagramm

K

K17

die stetige Abbildung g o f stimmt also auf der dichten Menge e;[X] mit
der stetigen Abbildung idg, iiberein. Da K; hausdorfsch ist, folgt daraus,
dass g o f = idg,. Das haben wir bereits in Aufgabe 11 gezeigt, tun es aber
hier in der Hoffnung, dass es instruktiv ist, noch einmal: Sei y € K;. Da
y € e1[X], existiert ein Filter F auf X, so dass (e1)«(F) — y. Da go f stetig
ist, konvergiert (go foe1)«(F) = (go f)«((e1)«(F)) gegen (go f)(y) (fir die
Gleichheit siehe Aufgabe 26). Andererseits ist (g o f oe1)«(F) = (e1)«(F),
konvergiert also gegen y. Da in dem Hausdorff-Raum K7 Grenzwerte eindeutig
sind, folgt (go f)(y) = y.

Ebenso ist f o g = idg,. Damit ist f ein Hom6omorphismus. U
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Lokale Kompaktheit und die Ein-Punkt-Kompaktifizierung

12.6 Definition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann setzen wir X' := X U
{o0}, wobei oo irgendein Punkt sei, der nicht in X ist, und versehen X mit
der Topologie

T:={OCX:0offenin X} U{X"\ K: K C X kompakt} .

12.7 Proposition. Die Menge T aus der Definition ist tatsdchlich eine
Topologie auf X T, und die Inklusion X — X7 ist eine Einbettung und X
offen in X .

Beweis. Wir bezeichnen die erste Menge aus der Definition von 7 mit 7Ty,
die zweite mit 7o, also 7x ={0 € T7: 0 ¢ O}, T ={O € T: 00 € T }.

Dass X offen in X ist, ist klar. Dass die Inklusion eine Einbettung ist,
heifft gerade, dass die Topologie, die X als Unterraum von X erhilt, die
urspriingliche ist. Da 7x gerade diese urspriingliche Topologie von X ist,
bleibt nur zu zeigen, dass O N X € Tx fiir alle O € 7. Das gilt aber, da
kompakte Teilmengen eines Hausdorff-Raumes abgeschlossen sind.

Sei nun O C 7. Ist O C 7Tx, so ist, da ja Tx eine Topologie auf X ist,
UO e Tx CT.Ist O ¢ Tx, so existiert eine kompakte Teilmenge K von X
mit XT\ K €O, und JO = X1\ (K\JO). Da aber X N|J O offen in X
ist, ist K \ [JO kompakt, also Xt \ (K \JO) e T CT.

Seinunn € Nund O; € 7 fiir 1 <i <n. Ist O; € T, fiir alle 4, so ist
X\ O fiir alle i eine kompakte Teilmenge von X, also auch JI (X1 \ O;)
und (L, 0, = X\ UL (XT\ 0;) € Too C 7. Existiert ein ¢ mit O; ¢ 7o,
so ist (); O; C X, also, da wir schon gesehen haben, dass ONX € Tx fiir alle
OeT, ﬂ?lei:ﬂyzl(OiﬁX)GTxCT. O

12.8 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist Xt quasikompakt.

Beweis. Sei C eine offene Uberdeckung von XT. Dann existiert ein O € C
mit co € O. Da Xt \ O kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge von C,
die X \ O iiberdeckt. Zusammen mit O ergibt dies eine endliche Teilmenge
von C, die X iiberdeckt. O

12.9 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist genau dann X
dicht in X+, wenn X nicht kompakt ist.

Beweis. Genau dann ist X nicht dicht in X+, wenn {oo} offen ist, wenn also
X+ \ {o0} = X kompakt ist. O

12.10 Proposition. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann ist genau dann X
hausdorffsch, wenn jeder Punkt x € X in X eine kompakte Umgebung besitzt.



86 12. Kompaktifizierungen

Beweis. Da X hausdorffsch ist, ist X genau dann hausdorffsch, wenn zu
jedem x € X offene Mengen U,V C X T mit UNV =@,z € Uund co € V
existieren, wenn also zu jedem x € X eine offene Menge V C X mit co € V
existiert, so dass X \ V eine Umgebung von z ist. Betrachtet man das
Komplement von V', so ergibt sich die Behauptung. O

12.11 Definition. Sei X ein Raum. X heiftt lokal kompakt, wenn X haus-
dorffsch ist und jeder Punkt von x eine kompakte Umgebung besitzt.

Wir fassen zusammen:

12.12 Definition und Proposition. Ist X ein lokal kompakter, nicht kom-
pakter Raum, so ist X (zusammen mit der Inklusion X — X)) eine Kom-
paktifizierung von X. Diese nennen wir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung
von X. ]

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung

Konstruktion

12.13 Notation. Fiir beliebige Rdume Y, Z setzen wir
C(Y,Z):={f:Y — Z: [ stetig}.

12.14 Definition. Sei X ein vollstandig reguldrer Raum. Wir setzen mit
I=10,1]

®: X — 15D
€T = (N(x))MEC(X,I)a

das heifit, wir haben ®(x)(p) = p(x), und

BX = P[X].

Wir nennen ®: X — 3X die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X, was wir
sogleich rechtfertigen werden.

12.15 Proposition. Set X ein vollstindig reguldrer Raum. ®: X — X st
eine Kompaktifizierung von X.

Beweis. Da X ein T3,-Raum ist, tragt X nach Lemma [T1.11] und [Propositi]
die Initialtopologie beziiglich der Abbildung ®. Da X zusitzlich ein
T1-Raum ist, trennt C' (X, I) Punkte, und ® ist injektiv, also eine Einbettung.
®[X] ist nach Definition dicht in fX. Da I kompakt ist, ist nach dem Satz
von Tychonoff auch I¢X1) kompakt, also auch die abgeschlossene Teilmenge

pX. O
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Funktorialitat
12.16 Definition und Proposition. Sind X, Y, Z Raume und f: X —» Y
eine stetige Funktion, so induziert f eine Funktion
' C(Y.2) — C(X, Z)
g—golf.
12.17 Definition und Proposition. Sind X ein Raum und J1, Jo Mengen,
so induziert eine Funktion t: J1 — Jo eine stetige Abbildung
t*: X2 XN

T zot.
Beweis. Es bezeichne fir i € {1,2}, j € J;, pé- die Projektion
p;: XS X
2 o 2().
Fiir beliebiges j € J; und z € X2 ist dann p}(t*(az)) = (zot)(y) =z(t(4)) =

ptz(j)(x), also pjl. ott = ptz(j). Damit ist fiir alle j € J; die Abbildung pjl ot*
stetig. Es folgt, dass t* stetig ist. O

12.18 Proposition. Seien X, Y wollstindig requlire Riume, f: X — Y
eine stetige Funktion. Dann ist f**: ICXD — [CYD) eine stetige Abbildung
und f** o ®X = ®Y o f. Insbesondere ist f** [@[X]} C D[Y].

Beweis. Wir rechnen f** o ®X = &Y o f nach: Fiir z € X und pu € C(Y, 1)
ist

(f7 0 @®)(x)(p) = (¥ (2) o f*) (1) = ¥ (2)(po f) =
= (o f)(x) = u(f(x)) = ¥ (f(x))(n)-
O
Dies ermoglicht die folgende Definition.

12.19 Definition. Seien X, Y vollstindig reguldre Rdume, f: X — Y eine
stetige Funktion. Dann definieren wir

Bf: BX — pY
x = [ (x).

Ebenfalls gezeigt haben wir:
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12.20 Proposition. Seien X, Y wollstindig regulire Riume, f: X — Y
eine stetige Funktion. Dann ist Bf stetig und das Diagramm

(I)X
X — (0X
lf J{ﬁf
(I)Y
Y — (Y

kommutiert. O

Universelle Eigenschaft

12.21 Proposition. Sei X wvollstandig requlir, K kompakt und f: X — K
stetig. Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f von [ auf X,
also eine stetige Funktion f, so dass

XLﬁX

l f
\'Vf

K
kommutiert.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass ®[X] dicht in X ist. Zur
Existenz betrachte

@X
X — X
lf Jﬁf
@K
K — (8K
und bemerke, dass, da K kompakt und & [K] dicht in BK ist, PK[K] = BK
also ®¥ ein Homdomorphismus ist. Setze nun f := (®%)~1 o 3f. O
Insbesondere gilt das, wenn f eine Kompaktifizierung ist. Dies charakteri-
siert die Stone-Cech-Kompaktifizierung.

12.22 Proposition. Sei X ein vollstindig reguldrer Raum, e: X — K eine
Kompaktifizierung. Genau dann ist e: X — K dquivalent zur Stone-Cech-
Kompaktifizierung, wenn fiir jede Kompaktifizierung ¢': X — K’ eine stetige
Abbildung g: K — K’ emistiert, so dass

XLLK
PN
[}/

kommutiert.

Beweis. Das folgt sofort aus [Proposition 12.21) und Lemma [12.5) O
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Bemerkungen

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung ist fiir den geometrisch Interessierten
weniger wichtig als fiir Mengentheoretiker und gewisse Analytiker. Sie ist im
allgemeinen sehr gross und kompliziert. Zum Beispiel ist |SN| = |P(R)|, und
es gibt topologische Eigenschaften von SN, die unabhéngig von den Axiomen
der Mengenlehre sind.

Andererseits muss die Stone-Cech-Kompaktifizierung nicht gross sein: Fiir
[0,w1) stimmen die Stone-Cech-Kompaktifizierung und die Ein-Punkt-Kom-
paktifizierung (bis auf Aquivalenz) iiberein und sind #quivalent zur Inklusion
[0,w1) — [0,w1]. Das liegt im Wesentlichen daran, dass man jede stetige
Funktion von [0,w;) in die rellen Zahlen auf [0, w;] fortsetzen kann, was man
elementar, aber vielleicht etwas trickreich, zeigen kann. Mit [Proposition 12.22
folgt also, dass [0,w;) bis auf Aquivalenz genau eine Kompaktifizierung be-
sitzt.
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Lieferung 13

Homotopie

Wir betrachten nun das Deformieren einer Abbildung in eine andere und
erhalten dabei auch eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topologischen
Réume, die viel schwicher als Homéomorphie ist.

Homotopie

13.1 Definition. Seien X, Y topologische Rdume und fy, fi: X — Y stetige
Abbildungen. Eine Homotopie zwischen fy und fi ist eine stetige Abbildung
F: X xI—Y,sodass F(z,0) = fo(z) und F(z,1) = fi(x) fir alle z € X.
Wir nennen fy und f7 zu einander homotop und schreiben fy ~ f1, wenn eine
Homotopie zwischen fy und f; existiert.

Fiir die Anschauung mag es manchmal sinnvoll sein, sich F' als Abbildung
vom Zylinder X x I vorzustellen, und manchmal, F' als eine mit der Zeit
t € I variierende Schar von Funktionen

fti X—-Y
x— F(x,t)
anzusehen.

13.2 Proposition. Seien X, Y Réiume. Die Relation ~ ist eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der stetigen Funktionen von X nach Y.

Beweis. Es seien f,g,h: X — Y stetig.
Die stetige Funktion

XxI—Y
(z,1) = f(x)

zeigt f ~ f und damit die Reflexivitat von ~.
Ist f ~ g und F eine Homotopie zwischen f und g, so ist mit

r:l —1
t—1-—1
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Fo(idx xr) eine Homotopie zwischen g und f, also g ~ f, was die Symmetrie
von =~ zeigt.
Ist f ~ g und g ~ h und mit zugehorigen Homotopien F' und G, so ist

XxI—-Y
F(x,2t t
(M)H{ w2,

(AVARIVAY
D= D=

G(x,2t — 1), ,

eine Homotopie zwischen f und h. Fiir die wohldefiniert beachte, dass
F(z,1) = g(z) = G(z,0) und fiir die Stetigkeit, dass X x [0, 3] und X x [1, 1]
in X x I abgeschlossen sind. Dies zeigt f ~ h und die Transitivitiat von
~, ([l

Die Komposition von Abbildungen respektiert die Aquivalenzrelation
Homotopie:

13.3 Proposition. Seien X, Y, Z Riume und f,f': X =Y, 9,41 Y — Z
stetige Abbildungen. Ist f ~ f" und g~ ¢', so ist go f ~g' o f’.

Beweis. Ist F eine Homotopie zwischen f und f’, G' eine Homotopie zwischen
g und ¢, so ist G o F eine Homotopie zwischen g o f und ¢’ o f’. O

Homotopiedquivalenz

13.4 Definition. Seien X, Y Rdume. Eine Homotopiedquivalenz zwischen X
und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y, so dass eine stetige Abbildung
g: Y — X mit

go f~idx und fog~idy
existiert. In dieser Situation nennen wir g homotopieinvers zu f. Wir sagen,
X und Y seien homotopiedquivalent, und schreiben X ~ Y, wenn zwischen
ihnen eine Homotopiedquivalenz existiert.

13.5 Proposition. Homotopieiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien X, Y, Z Raume. idx: X — X zeigt X ~ X und damit
die Reflexivitat. Symmetrie ergibt sich sofort aus der Definition. Seien nun
f: X =Y und g: Y — Z Homotopieaquivalenzen mit Homotopieinversen f’
und ¢’. Dann ist

(f'og)olgof)=fo(gog)of=foidyof=fof~idx

und ebenso
(gof)o(f oy ~idy,

also go f: X — Z eine Homotopiedquivalenz. Das zeigt die Transitivitat. [
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13.6 Beispiel. Wir zeigen fiir n € N, dass R"*1\ {0} ~ S”. In der Tat sind
die Abbildungen

i: S" — R\ {0}, r: RPN\ {0} — S™
T T T
]

homotopieinvers zueinander: Es ist r o4 = idgn, also insbesondere r o7 ~ idgn.
Betrachtet man nun

H: R\ {0}) x I — R"\ {0}
1-1¢
(z,t) — <t+ HQJH) x,

soist H(x,0) = r&r, H(xz,1) =  fir alle z € R"*1\ {0}, also ior =~ idgn+1, {0}

[E3

13.7 Bemerkung. Zu zeigen, dass zwei Radume nicht homotopiedquivalent
sind, ist keinesfalls einfach. Zum Beispiel legt die Anschauung nahe, dass fir
n,m € N mit n < m gilt, dass S™ 2 S™. Wiahrend das wahr ist, ist es nur
fir n = 0 mit elementaren Mitteln beweisbar. Den Fall n = 1 werden wir
immerhin mit Hilfe der Fundamentalgruppe, auf deren Theorie wir den Rest
der Vorlesung verwenden werden, 16sen konnen. Der allgemeine Fall entzieht
sich den Mitteln, die wir in dieser Vorlesung zur Verfiigung haben. In der
algebraischen Topologie ist das jedoch eines der ersten Ergebnisse.

13.8 Definition. Ein Raum heifit zusammenziehbar, wenn er homotopie-
dquivalent zu dem einpunktigen Raum ist.

Eine einfache Umformulierung ist:

13.9 Proposition. Sei X ein Raum. Dann ist X genau dann zusammen-
ziehbar, wenn idx homotop zu einer konstanten Abbildung ist. O

13.10 Proposition. Ist X C R™ sternformig, so ist X zusammenziehbar.
Beweis. Sei X sternformig beziiglich p € X. Dann ist

H: XxI—X
(z, )= Ap+ (1= Nz

eine Homotopie zwischen idx und der Abbildung, die konstant p ist. O

13.11 Korollar. Ist X C R" konvez, so ist X zusammenziehbar. O
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Homotopie relativ zu einem Unterraum

13.12 Definition. Seien X, Y Ridume, A C X und f,g: X — Y stetige
Abbildungen. Wir sagen, f sei relativ zu A homotop zu g, f ~ g rel A,
wenn eine Homotopie F': X x I — Y zwischen f und g existiert, so dass
F(a,t) = F(a,0) fur allea € A, t € I.

Damit f ~ g rel A gelten kann, muss natiirlich f|4 = g|4 erfiillt sein.

13.13 Proposition. Seien X, Y Rdume, A C X. Dann ist Homotopie relativ
zu A eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Man wiederhole den Beweis, den wir oben fiir A = () gegeben
haben. O

Ebenso verallgemeinern wir:

13.14 Proposition. Seien X, Y, Z Riume, A C X und f,f: X — Y,
9,9 Y — Z stetige Abbildungen. Ist f ~ f' rel A und g ~ ¢’ rel f[A], so ist
gof~g of rel A O

Niitzlich ist auch die folgende Tatsache.

13.15 Proposition. Seien X ein Raum, AC X,Y CR", f,g: X =Y. Ist
fla=gla und Y konvez, so ist f ~ g rel A.

Beweis. Betrachte

H: XxI-Y
(2, A) = (1 = A) f(z) + Ag(x).
Es ist H(z,0) = f(z) und H(z,1) = g(z) fir alle x € X. Auferdem ist
H(a,\) = f(a) = g(a) fur allea € A, A € I. O

13.16 Beispiel. Ist X ein Raum und sind w,w’: I — X stetige Wege
mit gleichem Anfangspunkt, also w(0) = w'(0), so ist w ~ w’ rel {0}: Ist
co: I — I die Abbildung, die konstant 0 ist, so ist ndmlich, da I konvex ist,
cp ~ idy rel {0} und daher
w = w oidy
~ wocyrel {0}
=w'ocy
~ w' oidy rel {0}
=w'.
Andererseits scheint auch offensichtlich, dass fiir
w: I — St w': I — St

s+ (cos s, sin sm) s+ (cos sm, —sin s7),
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also zwei Wege in von (1,0) nach (—1,0) in S*, wobei einer oben, der andere
unten entlang geht, gilt, dass

w2 w rel {0,1},

dass es also nicht moglich ist, den einen Weg in den anderen zu iiberfiihren,
wenn man beide Endpunkte festhélt. Das ist auch in der Tat wahr, wir werden
aber noch einiges an Vorbereitung bendtigen, um das zu zeigen.
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Die Fundamentalgruppe

Wege

14.1 Definition. Seien X ein Raum und w,w’: I — X Wege in X mit
w(1) = w’(0). Wie bei der Diskussion des Wegzusammenhangs bezeichnen
wir mit w~ den Weg

w I — X
t—w(l—1)

und mit w * w’ den Weg
wrxw': [ — X
w(2t), t <
s
w2t —1), t>

Aufserdem bezeichnen wir fiir x € X mit ¢, den konstanten Weg

N[ DO

)

Ce: I — X
t— x,
der in {z} verlauft.

14.2 Proposition. Seien X, Y Rdiume, f: X — Y stetig, w,w': [ — X
stetig mit w(1) = w'(0). Dann ist (fow)(1) = (fow’)(0) und (fow)*(fow') =
fo(wxw'). O

14.3 Proposition. Sind v,v',w,w’: I — X stetig mit v(1) = w(0), und ist
v~ rel {0,1}, w~w rel {0,1}, so ist v*xw ~v" xw' rel {0,1}.

Beweis. Sei F' die Homotopie zwischen v und v’, G die Homotopie zwischen
w und w’. Dann ist

Ix]l—-X

(5,) — F(2s,t), s <
’ G(2s—1,t), s>

)

N[ N[

eine Homotopie zwischen v * w und v" * w’, und diese Homotopie halt {0, 1}
(sogar {0, 3,1}) fest. O
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14.4 Proposition. Sei X ein Raum, w,w',w": I — X stetig, w(1) = w'(0),
w'(1) = w”(0). Dann gilt:

(i) (w*w)*w” ~wx*(w*w”) rel {0,1},
(1) Cu(0) * W = W = wk cyyqy  rel {0,1},
(i11) w* W™ = cyo) 1el{0,1}.

Beweis. Zu Man kann die Homotopie direkt angeben, und das sei zur
Ubung empfohlen. Wir gehen hier etwas anders vor: Wir definieren zunchst

f:0,3] = X

f ist stetig, und fir a,b € R,
lap: I — R
sr—s-b+(1—s)-a.

Dann ist zum Beispiel w’ = foly 2, also (wxw') xw” = fo((log*112) *l23)
und w * (w' x w”) = fo (lpg * (I1,2 * l2,3)). Wegen [Proposition 13.14| geniigt
es nun, zu zeigen, dass

(l071 * 11,2) * l273 ~ 10’1 * (11’2 * 12’3) rel {O, 1} y

beide Seiten aufgefasst als Wege in [0, 3]. Da beide Wege Anfangspunkt 0 und
Endpunkt 3 haben, folgt dies aber mit [Proposition 13.15| aus der Konvexitét
von [0, 3].

Zu Es ist cy0) * w = wo (co *idy) und w = w o id;. Nun sind
co * id; und id; beides Wege in I mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 und
Cw(0) * w =~ w rel {0, 1} folgt wie eben, und w >~ w * ¢, () rel {0,1} ebenso.

Zu ((iil)f Wie eben mit w* w™ = wo (lo,1 * l1,0), Cw(o) = W © Co. O

Die Fundamentalgruppe

Diese Untersuchungen machen die folgende Definition méglich.

14.5 Definition. Sei X ein Raum und zg € X. Dann bezeichnen wir mit
71 (X, x) die Menge der Aquivalenzklassen von stetigen Wegen w: I — X
mit w(0) = w(1) = zg beziiglich Homotopie relativ zu {0,1}. Einen Weg w
mit w(0) = w(1) = xp nennen wir einen geschlossenen Weg bei x oder eine
Schleife bei xg.
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Auf m (X, zg) ist durch
[w] - [w] = [ww']

eine Multiplikation erklart, die m (X, zg) zu einer Gruppe mit neutralem
Element [c;,] macht. 71 (X, z¢) heift die Fundamentalgruppe von X mit
Basispunkt xg.

14.6 Definition. Ein Raum mit Basispunkt ist ein Paar (X, zg), wobei X
ein Raum ist und zy € X. Sind (X, zp), (Y,y0) Rdume mit Basispunkt,
so heift eine Abbildung f: X — Y basispunkterhaltend, wenn f(xo) = yo.
Wir schreiben hierfir f: (X,2z9) — (Y,v0). Sind f,g: (X,z0) — (Y, %0)
basispunkterhaltende Abbildungen, so werden wir unter einer Homotopie
zwischen f und g, wenn wir nichts anderes bemerken, immer eine Homotopie
relativ zu {zo} verstehen. Wollen wir explizit sagen, dass eine Homotopie
nicht relativ zum Basispunkt zu sein braucht, so reden wir von einer freien
Homotopie.

14.7 Definition und Proposition. Seien (X, o) und (Y,yo) Riaume mit
Basispunkt, f: (X, z9) — (Y,yo) stetig. Dann definieren wir

7Tl(f): 771(X7 :CO) - Wl(Yv yO)

[w] = [f o w].

Dies ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Gruppen. An Stelle von
m1(f) schreiben wir auch fyu.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus [Proposition 13.14] die Vertraglichkeit
mit der Multiplikation aus [Proposition 14.2] O

14.8 Proposition. Seien (X, xq), (Y,vy0), (Z,z0) Ridume mit Basispunkt,
f7 f/: (Xa .I()) - (Y7 yO); g: (Y7 ZUO) - (Za 20) stetig. Dann ngt

(i) Ist f ~ f" (relativ zu {zo}), so ist m1(f) = m1(f').
(ii) Es ist m; (id(X,xo)) = idg, (X,20)-
(iii) Es ist m1(go f) =m(g)om(f).
Beweis. folgt aus |Proposition 13.14] und sind klar. O

Die Fundamentalgruppe erlaubt es uns, topologische Situationen in alge-
braische zu iibersetzen, wobei man dann hofft, dass letztere einfacher sind.
Zum Beispiel hat man:

14.9 Proposition. Seien (X,x9), (Y,yo) Rdaume mit Basispunkt,
f: (Xa .1)()) - (Y7 yO); g: (Y7 yO) - (X7 $0) stetig. Ist g o f = id(X,x0)7
fog~idyy,, soist fu: m1(X,20) — 71 (Y,90) ein Isomorphismus.
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Beweis. Aus gof ~id x ) folgt guofy = (gof)y = (id(X@O))# = idr, (X,20)-
Aus fog ~id(y,,) folgt, dass fy o gy = idy (v,y,). Das heifit gerade, dass
f ein Isomorphismus und invers zu g4 ist. O

Da wir hier fordern, dass die Homotopien den Basispunkt erhalten, ist
die Voraussetzung der Proposition stérker als die Homotopiedquivalenz von
X und Y. Das werden wir jedoch noch beheben. Haben wir das getan, und
wissen wir dann von zwei Rdumen, dass sie nicht isomorphe Fundamental-
gruppen haben, so werden wir also wissen, dass sie nicht homotopiedquivalent
sind. Bisher allerdings wissen wir nicht einmal, dass es einen Raum gibt,
dessen Fundamentalgruppe nicht trivial ist, doch wir werden noch Hilfs-
mittel kennenlernen, um die Fundamentalgruppen in vielen Situationen zu
bestimmen.

Der Einfluss des Basispunktes

Da I (der Raum in dem Wege starten) und I xI (der Raum in dem Homotopien
von Wegen starten) wegzusammenhéngend sind, ,sieht‘ m (X, zg) nur die
Wegkomponente von X, in der zg liegt. Liegen allerdings ¢ und x; in
der selben Wegkomponente, so werden wir nun sehen, dass 71 (X, z¢) und
m1(X, x1) isomorph sind.

14.10 Definition. Sei X ein Raum und p: I — X stetig, p(0) = zo, p(1) =
z1. Dann definieren wir

hyp: m (X, z1) — m1(X, zo)

[w] — [p*wxp~].

Die Wohldefiniertheit folgt aus [Proposition 14.3| (und [Proposition 14.4)).

14.11 Proposition. Sei X ein Raum, p,p’,q: I — X stetig, p(1) = ¢(0),
xg € X. Dann gilt:

(1) hy ist ein Homomorphismus.

(ii) Ist p~p' rel {0,1}, so ist hy = hy.
(ii) Es ist he,, = idg (x.20)-
(iv) Es ist hpyg = hy o hy.

Beweis. Das sind alles einfache Folgerungen aus [Proposition 14.4] ]

14.12 Proposition. Sei X ein Raum, xo,x1 € X. Liegen xqg, 1 in der selben
Wegkomponente von X, so ist m1(X,xo) = 7m1(X, 1), denn fir jeden stetigen
Weg p: I — X mit p(0) = zg, p(1) = xq ist

hp: 7T1(X,x1) — 7T1(X,JZO)
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ein Isomorphismus. Sind p,q zwei solche Wege, so ist g x p~ eine Schleife bei
xo und mit a == [qxp~| € m (X, xg) ist

he(B) = ahy(B)a™ fiir alle B € m (X, o),

hyp und hy unterscheiden sich also um einen inneren Automorphismus von
1 (X, 1’0) .

Beweis. Tst p ein stetiger Weg von xo nach x1, so ist hpoh,— = hy,.,— = h

1d (X 20) und ebenso hy- o hy = idy, (x z,). Damit ist h, ein Isomorphismus.

Cag

Ist g ein weiterer stetiger Weg von xg nach 1 und w eine Schleife in x1,
so ist

hg([w]) = [g*w*q"]

=[g*xp xpxwxp xpxq]
=[gxp]-[prwxp]-[pxq]
=lg*xp ] hp([w]) - [(g*p~)7]
=

qxp7]-hp(lw]) - [gxp~] 7"

Das zeigt die Gleichung aus der Proposition. O

Wire h;, ganz unabhéngig von p, so konnten wir fiir wegzusammenhén-
gende Rdume den Basispunkt ganz vergessen; so kobnnen wir das nicht immer.

Freie Homotopie

Wir werden nun untersuchen, was man iiber die von homotopen Abbildun-
gen induzierten Homomorphismen sagen kann, wenn die Homotopien den
Basispunkt bewegen diirfen.

14.13 Proposition. Seien XY Rdume, xg € X, f,g: X — Y stetig und
f~g Ist H: X x I =Y eine Homotopie zwischen f und g, H(e,0) = f,
H(e,1) =g, und p: I — X der Weg H(xg,®) inY, yo := p(0), y1 := p(1),
so ist das Diagramm

g
(X, 20) —— m1(Y, 1)

k %hp

™1 (Yv ZUO)

kommutativ. Ist insbesondere eine der beiden Abbildungen fu, g4 ein Iso-
morphismus, so auch die andere.
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Beweis. Seiw eine Schleife bei zg. Wir betrachten die Wege I, r,t,b: I — I X1,

b(s) :=(s,0), t(s):=(s,1), IU(s):=(0,s), r(s):=(1,1—3s).
Da I x I konvex ist, ist b~ [t r rel {0,1}. Nun ist

fow=Ho (wxid)ob, p=Ho(wxidy)ol,
gow = Ho (wxidy) ot, p- =Ho(wxidf)or.

Alsoist fow~px*(gow)*p~ rel {0,1}, das heift

fa([w]) = hp(gg([w])).
O

14.14 Proposition. Seien X, Y Rdume, f: X — Y eine Homotopiedquiva-
lenz. Dann ist fiir xg € X die Abbildung

f# LT (Xv $0) - 7Tl()/? f(mo))
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g: Y — X eine Homotopieinverse. Wir betrachten

m1(X, 0) 25 71 (Y, F(0)) 25 (X, 9(f (w0))) —2 71 (Y, F(g(F(0))),

wobei die erste und dritte Abbildung natiirlich verschieden sind, obwohl sie
gleich bezeichnet sind. Da go f ~ idx und (idx )4 : m1(X, z0) — 71 (X, 2o) ein
Isomorphismus, ndmlich die Identitat, ist, ist nach der vorherigen Proposition
auch (go f)u: m(X,2z9) — m (X, (g0 f)(z0)) ein Isomorphismus. Also ist
die Komposition der ersten beiden Abbildungen unseres Diagrammes ein
Isomorphismus. Ebenso folgt aus f o g ~ idy, dass die Komposition der
letzten beiden Abbildungen ein Isomorphismus ist. Damit ist die mittlere
Abbildung sowohl ein Epimorphismus als auch ein Monomorphismus, also
ein Isomorphismus. Daher miissen auch die anderen beiden Abbildungen
Isomorphismen sein, insbesondere die erste. O

14.15 Korollar. Ist X ein zusammenziehbarer Raum und ro € X, so ist
m1(X, xg) trivial.

Beweis. Da homotopiedquivalente Rdume isomorphe Fundamentalgruppen
besitzen, brauchen wir die Behauptung nur fiir den einelementigen Raum zu
zeigen. In diesem gibt es aber iiberhaupt nur eine einzige Schleife, ndmlich
die konstante. O
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Uberlagerungen und die
Fundamentalgruppe von S

Dass Uberlagerungen (die Definition folgt weiter unten) in engem Zusammen-
hang mit der Fundamentalgruppe stehen, werden wir noch sehen[] Zu-néchst
wollen wir uns von einem konkreten Beispiel leiten lassen, die Beweise aber
gleich in ausreichender Allgemeinheit fiihren.

Wenn wir die Theorie der Fundamentalgruppe gewinnbringend anwenden
wollen, miissen wir wohl endlich die Fundamentalgruppe eines Raumes be-
stimmen, fiir den sie nicht trivial ist. Der grundlegende Fall ist die Kreislinie.
Wir betrachten fiir k£ € Z die Abbildung

ug: I — 81

s+ (cos 2mkt, sin 2mkt).

Das ist eine Schleife bei (1,0). Anschaulich wickelt diese das Einheitsintervall
k-mal um die Kreislinie herum. Wir werden im folgenden zeigen, dass u; ~
uy rel {0,1} nur fiir ¥ = [ und dass zu jeder Schleife w in S* bei (1,0) ein
k € Z existiert, so dass w ~ uy rel {0,1}. Wir werden also zeigen, dass

®: Z — w1 (S, (1,0))
ko [ug]

eine Bijektion (und in der Tat ein Isomorphismus von Gruppen) ist. Dabei
wird es sich als hilfreich erweisen, die Abbildung

p:R— St
r +— (cos 27r, sin 27r)
und die Wege
v I — R
s— ks

in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k zu betrachten. Es ist dann uy =
p o vy. Die Abbildung p: R — S ist ein Beispiel einer Uberlagerung.

! Auch wenn die noch vorhandene Zeit bestimmen wird, in welcher Ausfiihrlichkeit wir
uns mit diesem Thema beschéftigen werden.
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15.1 Definition. Eine Abbildung p: X — Y heiRt eine Uberlagerung, wenn
X und Y wegzusammenhéngende und lokal wegzusammenhéngende Haus-
dorffraume sind, p surjektiv ist und zu jedem y € Y eine offene Umgebung U
existiert, so dass fiir jede Wegkomponente V von p~![U] die Einschrinkung
von p einen Homéomorphismus V' — U ergibt. Mengen U dieser Art nennen
wir gleichmdfig tiberdeckt oder elementar, die Wegkomponenten von p~1[U]
die Bldtter iiber U.

15.2 Proposition. Die oben beschriebene Abbildung p: R — S ist eine
Uberlagerung.

Beweis. Zunichst sind R und S' zusammenhingend, lokal wegzusammen-
hiingend und hausdorffsch. Auferdem ist p surjektiv. Sei nun = € S beliebig,
etwa x = p(r). Wir zeigen, dass U := S\ {z} gleichmiiRig iiberdeckt ist. U
ist offen und p~[U] = R\ {r + z: z € Z}. Die Wegkomponenten von p~![U]
sind also die offenen Intervalle (r 4+ 2,7 4+ z + 1) fiir z € Z. Fiir jedes z € Z
ist die Einschrankung von p

(r+zr+z+1)—-U

z — (cos 2z, sin 27x)

ein Homdomorphismus. Ist nun y € S beliebig, so liegt 3 in der gleichmiRig
iiberdeckten Menge S* \ {—y}. O

Ist Z ein Raum, p: X — Y eine Uberlagerung und f: Z — Y eine stetige
Abbildung, so konnen wir uns fragen, ob eine stetige Hochhebung von f, also
eine Abbildung f: Z — X mit po f = f, existiert. Das wird im allgemeinen
von Z und f abhéngen. Fiir Wege, also fiir Z = I, werden wir nun aber
sehen, dass eine stetige Hochhebung immer existiert und zwar fiir jedes
z € p~'[{f(0)}] genau eine mit f(0) = z.

Ist der Weg so kurz, dass er ganz in einer gleichméfig {iberdeckten Menge
verlduft, so ist dies klar. Im allgemeinen werden wir den Weg in so kurze
Stiicke zerlegen, dass dies fiir diese gilt. Dies wird das Lebesgue-Lemma
leisten, das wahrscheinlich aus der Analysis-Grundvorlesung bekannt ist. Wir
erinnern kurz daran.

15.3 Lemma (Lebesgue). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und C
eine offene Uberdeckung von X. Dann existiert ein § > 0, so dass fir jedes
x € X ein O € C existiert, so dass Bs(x) € O.

Beweis. Zu jedem x € X gibt es ein ¢, > 0, so dass Ba., (z) in einem
Element von C liegt. Da {B._(z): x € X} eine offene Uberdeckung von X
ist, existiert aufgrund der Kompaktheit von X ein n € N und z1,...,z,, so
dass X = Uj_; Be,, (®n). Setze 6 := min{e,,: 1 <k <n}. Ist nun y € X
beliebig, so existiert ein k mit y € Be, (x). Nun ist Bs(y) C Bye,, und liegt
damit ganz in einem Element von C. g
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15.4 Proposition (Hochheben von Wegen). Ist p: X — Y eine Uberlage-
rung, w: I — 'Y stetig und xo € X mit p(xg) = w(0), dann gibt es genau
eine stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = z¢ und pow = w.

Beweis. Sei {Uj: j € J} die Menge der gleichméfig iiberdeckten Teilmengen
von X. Dann ist {w™'[U;]: j € J} eine offene Uberdeckung von I. Nach
dem Lebesgue-Lemma gibt es also ein N € N\ {0}, so dass zu jedem k mit
0<k<NeinjeJmitw [[kNl, NH C Uj existiert. Fiir solches N werden
wir fiir 0 < k < N induktiv zeigen, dass es genau ein stetiges Wy : [0, N] —- X
mit @ (0) = xp und p o Wy, = w][o’%] gibt. Der Fall k = N zeigt dann die

Behauptung. Wir setzen [ := [k—;[l, %]

wp(0) = =z erledigt k¥ = 0. Sei nun 0 < & < N und Existenz und
Eindeutigkeit von wy_1 bereits gezeigt. Dann muss Wy, wenn es existiert, auf
[0, %] mit wy_, Ubereinstimmen. Es bleibt also zu zeigen, dass es genau
ein stetiges f: I, — X mit f(%) = W_1 (k 1) und po f = w|j, gibt.
Wy, erhélt man dann durch Zusammensetzen von wi_1 und f. Nun gibt es
ein j € J mit w[l}] C U;. Es ist p (wp—1 (’H)) =w (E2) € U;. Sei V die
Wegkomponente von p~1[U;], in der @g_1 ( ) liegt. Jede stetige Abbildung
f mit den geforderten Eigenschaften muss nun, da I wegzusammenhéngend
ist, ihr Bild in V" haben. Da die Einschrénkung von p einen Hom&omorphismus
V' — Uj liefert, gibt es genau ein solches f, ndmlich die Komposition von
w|r, mit dem Inversen dieses Homéomorphismus. il

15.5 Korollar. Die Abbildung ® ist surjektiv.

Beweis. Sei a € m1(St, (1,0)), a = [w]. Wir betrachten die oben beschriebene
Uberlagerung p: R — S1. w lisst sich zu einem Weg in R mit Anfangspunkt
0 hochheben, das heifit es gibt einen stetigen Weg w: I — R mit w(0) =0
und pow = w. Aus p(w(l)) = w(l) = (1,0) folgt, dass w(l) € Z, sagen
wir w(1) = k. Nun ist aber R konvex, also ist @ ~ v, rel {0,1}. Damit ist

= [w] = [pow] = [pou] = [ux] = (k). U

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Hochhebungen homotoper Wege mit
gleichem Anfangspunkt homotop sind.

15.6 Proposition (Hochheben von Homotopien). Seip: X — Y eine Uber-
lagerung und F: I x I —'Y stetig. Ist f: I — X stetig mit po f F(e,0),
so existiert eindeutig eine stetige Abbildung F:IxI— X mit F( 0) = f
undpoF = F.

Beweis. Existiert ein solches F, so ist fiir jedes s € I die Einschrinkung
F (s, e) eine Hochhebung des Weges F (s, ®) zu einem Weg mit Anfangspunkt
f (). Aus der Eindeutigkeit von Hochhebungen von Wegen folgt also schon
die Eindeutigkeit von F. Aukerdem definiert dies F' bereits, so dass wir nur
noch die Stetigkeit nachzupriifen haben.
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Aus dem Lebesgue-Lemma folgt wieder die Existenz eines N € N, so
dass F [[%,l%] X [%,k—;\;l]] fir alle 0 < k,I < N in einer gleichmékig
iiberdeckten Menge enthalten ist. Es geniigt, zu zeigen, dass fiir alle 0 <
k,l < N die Einschrénkung von F auf [%, HTl] X [%, k—;\‘}l] stetig ist, da I x [
die Vereinigung dieser endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist. Wir tun dies
flir festes [ per Induktion {iber k. Zur Abkiirzung setzen wir B := [%, l‘#]
und I, == [&, 2.

Sei also 0 < k < N und F fiir alle k' < k auf B x I stetig. Dann ist
F zumindest auf B x {%} stetig. (Fir & = 0 folgt das aus der Stetigkeit
von f.) Sei U eine gleichmiRig iiberdeckte Menge, die F[B x I;] enthilt. Da
B x {%} wegzusammenhéngend ist, folgt nun aus der Stetigkeit von F auf
dieser Menge, dass F [B X {%}] ganz in einer Wegkomponente V' von p~![U]
liegt. Da ja die Einschrénkung von p einen Homéomorphismus von V' auf U
ergibt, existiert eine stetige Abbildung G: B X I, — V mit po G = F|px,

und G\BX{%} = PN’|BX{%}. Fiir jedes r € B sind G|y« und F]{T}ka

Hochhebungen von F'|yy, 7, mit G (r, %) =F (r, %) Aus der Eindeutigkeit
von Hochhebungen von Wegen bei vorgegebenem Anfangspunkt folgt, dass
F auf B x I mit G iibereinstimmt und daher dort stetig ist. O

15.7 Korollar. Sei p: X — Y eine Uberlagerung, v,w: I — Y stetig. Ist
v~ wrel {0,1} und sind v,w: I — X stetige Hochhebungen mit gleichem
Anfangspunkt, alsov =pov, w =pow, v(0) = w(0), so ist v ~ w rel {0,1},
also insbesondere v(1) = w(1).

Beweis. Sei F' eine Homotopie relativ zu {0,1} zwischen v und w. Dann
existiert nach dem eben gezeigten eine stetige Abbildung F: I x I — X
mit F(s,0) = &(0) fiir alle s € I. Da F(0,e) eine stetige Hochhebung des
konstanten Weges F(0, o) ist, konstante Wege aber sicher eine konstante
Hochhebung besitzen, folgt aus der Eindeutigkeit der Hochhebung eines
Weges bei gegebenem Anfangspunkt, dass F'(0,t) = 0(0) fiir alle t € I und
ebenso F(1,t) = #(1). Nun sind F'(e,1) und @ beides stetige Hochhebungen
von F(e,1) = w und F(0,1) = 5(1) = w(1), also F(s,1) = w(s) fiir alle
s € I. Wir haben gezeigt, dass F eine Homotopie zwischen @ und @ relativ
zu {0,1} ist. O

15.8 Korollar. Die Abbildung ® ist injektiv.

Beweis. Seien k,l € Z, ®(k) = ®(l), also [ug] = [w]. vx und v; sind Hoch-
hebungen von uy beziehungsweise u; und vg(0) = 0 = v;(0). Aus [ug] = [w]
folgt nun k = v (1) = v (1) = I. O

15.9 Korollar. S ist nicht zusammenziehbar.

Beweis. Zusammenziehbare Raume haben triviale Fundamentalgruppen, aber
m1(St, (1,0)) ist nicht trivial. O
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15.10 Proposition. Die Abbildung ®: (Z,+) — 71(S', (1,0)) ist ein Iso-
morphismus.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass ® eine Bijektion ist, miissen also
nur noch zeigen, dass ® ein Homomorphismus ist. Seien k,[ € Z. vy, ist eine
Hochhebung von uy mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt k. Nun ist

w: I —R
s—k+ls

eine Hochhebung von u; mit Anfangspunkt £ und Endpunkt £+1. Wir kénnen
also vy *w bilden, und da R konvex und dies ein Weg mit Anfangspunkt 0 und
Endpunkt k41 ist, gilt vg*w ~ vi4; rel {0, 1}. Es folgt ®(k)P(1) = [ug][w] =
[ur *w] = [(povr) * (pow)] = [po (v *w)] = [povkp] = [upt] = @(k+1). O

Dies erméglicht nun schon einige Anwendungen, die aus Motivationsgriin-

den hier sofort folgen sollten, die wir aber aus Zeitgriinden noch aufschieben
wollen. Sorry!
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Lieferung 16

Erste Anwendungen der
Fundamentalgruppe

Anstatt sich fiir etwas zu entschuldigen, soll man es lieber besser machen. Hier
kommen daher die Anwendungen, deren Aufschiebung wir gerade beklagt
haben.

Der Brouwersche Fixpunktsatz

Bisher haben wir nur die Fundamentalgruppen des Punktes und der Kreislinie
und damit auch aller Rdume, die zu einem dieser homotopiedquivalent sind,
berechnet. Das geniigt aber schon fiir die folgende Proposition.

16.1 Proposition. FEs gibt keine stetige Retraktion von der Kreisscheibe auf
die Kreislinie, das heifit keine stetige Abbildung r: D? — S' mit r|g1 = idg1.

Beweis. Sei p € S! ein Punkt, i: (S',p) — (D? p) die Inklusion, und
r: (D% p) — (S, p) stetig. Wir betrachten die induzierten Homomorphismen

T (S1,p) —— m (D2, p) — = m1(S, p).

Da D? zusammenziehbar (sogar konvex) ist, ist 71 (D?,p) trivial. Damit ist
auch die Komposition 74 oiy = (r o)y trivial. Da aber 71 (S, p) & Z nicht
trivial ist, ist id,, (g1 ) = (id(g1 p))4 nicht trivial. Es ist also 7o 2 id g1 )
und insbesondere r o7 # id(g1 ). H

Dies ist auch fiir Abbildungen D™*! — S™ wahr. Der Fall m = 0 ist
gerade der Zwischenwertsatz, der Fall m > 1 liegt nicht im Bereich der
Methoden, die wir im Moment zur Verfiigung haben.

Als direkte Folgerung haben wir:

16.2 Satz (Brouwerscher Fixpunktsatz in Dimension 2). Jede stetige Abbil-
dung f: D* — D? hat einen Fizpunkt.

109
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Beweis. Sei f: D?> — D? stetig und fixpunktfrei. Wir zeigen, dass die Exi-
stenz einer stetigen Retraktion r: D? — S folgt, was der vorhergehenden
Proposition widerspricht.

Die folgende Konstruktion ist an dieser Stelle die iibliche, da man dazu
eine gute Zeichnung anfertigen kann. Man tue dies und merke sich diese
Konstruktion. Sei x € D?. Da f(z) # z existiert ein eindeutig bestimmter
von f(z) ausgehender Strahl, der durch = geht. Man definiere r(x) als den
Schnittpunkt dieses Strahls mit S!. Offenbar ist fiir z € S! dann 7(z) = .
Leider ist es etwas lastig, die Stetigkeit von r nachzurechnen.

Wir geben daher noch eine weitere Konstruktion an. Dazu definieren wir

zunéchst
g: D* — D?
3.f(22), ] < 3.
= T 1
(= lel)f (), Mol =3

g ist stetig und auch fixpunktfrei: Fiir ||| < 3 folgt aus g(z) = =, dass

f(22) = 2z, und fiir ||z|| > 3 ist ||g(z)|| < 3. g hat aber die zusétzliche

Eigenschaft, dass g(x) = 0 fiir alle z € S*. Daher ist die stetige Abbildung

r: D> — St

r — g(z)

T e = g@)]

eine Retraktion. O

Abbildungsgrad und der Hauptsatz der Algebra

16.3 Definition. Sei f: S' — S eine stetige Abbildung. Wir definieren den
Grad von f, deg f, als die ganze Zahl, die das Diagramm

m1(S1,p) —E 71 (Y, F(p) s 74 (ST, )

%TCI) ETCI)
-deg f

Z Z

kommutativ macht, wobei p = (1,0), w ein beliebiger stetiger Weg von p nach
f(p), hy der Isomorphismus aus [Definition 14.10]und ® der Isomorphismus
aus [Proposition 15.10)] ist.

16.4 Proposition. Der Grad von f ist wohldefiniert, und sind f,g: S* — S*
homotope Abbildungen, so ist deg f = degg.
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Beweis. Da alle Abbildungen in dem definierenden Diagramm Homomor-
phismen sind und jeder Homomorphismus von Z nach Z die Multiplikation
mit einer ganzen Zahl ist, existiert eine ganze Zahl deg f, die das Diagramm
kommutativ macht und fiir die Wohldefiniertheit ist nur die Unabhéngigkeit
von der Wahl des Weges w zu zeigen. Ist w’ ein weiterer Weg von p nach f(p),
so haben wir in |Proposition 14.12] gezeigt, dass sich h,, und h,y nur um einen
inneren Isomorphismus von (St p) unterscheiden. Da aber 71 (S, p) & Z
abelsch ist, ist dann h,, = hyy.

Seien nun f,g: S' — S! homotop und v ein Weg von f(p) nach g(p). In
dem Diagramm

T (SY,p) — s m (S, g(p))

m(S' f(p) 5 (S p)

kommutiert nun das linke Dreieck wegen |Proposition 14.13| und das rechte
Dreieck wegen |[Proposition 14.11] Da w % v ein Weg von p nach g(p) ist, folgt
deg f = degg. O

16.5 Proposition. Sei k € Z und S' aufgefasst als die Menge der komplexen
Zahlen vom Betrag 1. Dann ist der Grad der Abbildung

st — gt
Zi—>2k

gleich k.

Beweis. Sei f die Abbildung f(z) = 2*. Da f(1) = 1 ist, kénnen wir den
in der Definition von deg f vorkommenden Weg w konstant wahlen, also ist
hy = idy (s1,1), und wir werden hy, in der Notation unterdriicken.

Sei l € Z. Der Weg wu;, der in der Definition von ® vorkam, war gerade
durch u;(r) = exp(2mi - Ir) gegeben, auch wenn wir es dort anders formuliert
haben. Dann ist f(u(r)) = exp(2mi - Ir)* = exp(2mi - klr) = ug/(r), also
T4 (@) = fa([w]) = [f ow] = [uw] = P(kl), also, da [ beliebig war,
deg f = k. O

16.6 Korollar (Hauptsatz der Algebra). Seip(z) = > p_,axz® ein komplezes
Polynom vom Grad n, also a, # 0. Hat p keine Nullstelle, so ist n = 0.

Beweis. Die Idee ist die folgende: Da p keine Nullstelle hat, ist fiir jede nicht-
negative reelle Zahl r die Abbildung

fr: St =S

p(rz)
Ip(rz)|

Z
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definiert, die das Verhalten von p auf dem Kreis mit Radius r wiedergibt. Nun

ist fo konstant, aber flir r — oo geht die Abbildung f, gegen die Abbildung

z +— 2™, Das zeigt, dass die Abbildung z — z™ homotop zu einer konstanten

Abbildung und damit vom Grad 0 ist. Die Sache mit dem Grenziibergang

muss man natiirlich genauer machen, und das werden wir nun tun.
Zunéchst definieren wir

F:8'x71— 8!
(z,7) = fr(2).

F ist stetig und damit fo ~ f;. Weiter definieren wir fiir r € R

gr: St — St G:S'xI1— st
ZZ:O akrn—kzk
Z = S ] (z,7) — gr(2).

Fiir r > 0 ist der Nenner von g,(z) gleich r*|p (£)| # 0. (Also, nach Kiirzen,
gr = fi/r, was die Verbindung zum einleitenden Absatz schafft.) Es ist

go(z) = % = ‘Z—le". Damit ist g, tatsdchlich fiir alle » € R definiert,
und da é’ stetig ist, ist go >~ g1. Da aber g1 = f1, folgt gg ~ fo. Nun ist

folz) = ‘Z—g‘ = f;—glzo, go(2) = ﬁz". Es folgt n = deg go = deg fy = 0. Bei
der Berechnung des Grades haben wir noch benutzt, dass fiir b € S* die
Abbildung z — bz homotop zur Identitét ist. Um das einzusehen betrachtet

man einen Weg von b nach 1. ]

16.7 Bemerkung. Man kann diesen Beweis auch fiir reelle Polynome durch-
fiihren. Man erhélt dann Abbildungen f,: S — S° und dass die Abbildung
SO — 89z @—:lx” homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Da idg,
nicht homotop zu einer konstanten Abbildung ist (Zwischenwertsatz!), folgt,
dass n ungerade ist. Das ist wohl in etwa die komplizierteste Art, zu zeigen,

dass ein reelles Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle hat.
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Der Satz von Seifert und
van Kampen

Sind X ein Raum, U,V C X und p € U NV, so geben uns die verschiedenen
Inklusionen ein kommutatives Diagramm

(UnV,p)——(U,p)

|

Daraus resultiert ein kommutatives Diagramm

m(UNV,p) —— m(U,p)

| |

m(V,p) —— 71 (X, p).

Wir werden sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen, darunter UUV = X,
dieses Diagramm eine gewisse Eigenschaft hat, die unter anderem dazu fiihrt,
dass es bis auf Isomorphie (wir werden das noch genauer formulieren) bereits
von dem Teildiagramm

T (UNV,p) —— m(U,p)

7T1(V7 p)

bestimmt wird. Wenn wir diese drei Fundamentalgruppen und die von den
Inklusionen induzierten Homomorphismen zwischen ihnen kennen, kénnen
wir also 71 (X) ,ausrechnen‘. Die Eigenschaft, die hierzu fiihrt, werden wir
nun kennenlernen.

Push-Out-Diagramme

17.1 Definition. Es sei

G— H
[
K—151
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ein Diagramm von Gruppen und Homomorphismen. Dieses Diagramm heifit
ein Push-Out-Diagramm, wenn es kommutiert und fiir jede Gruppe L’ und
alle Homomorphismen i': H — L, j': K — L', so dass i’ o g = j' o h, genau
ein Homomorphismus k: L — L’ existiert, so dass koi =14 und ko j = j'.

G—H

Ist das Diagramm ein Push-Out-Diagramm, so nennen wir L, beziehungsweise
genauer (L, 1, j) das Push-Out des aus g und h bestehenden Teildiagramms.

17.2 Proposition (Eindeutigkeit des Push-Outs). Sind

G—2sm G—1sH
lh lz und lh li’
K—151 K-l

Push-Out-Diagramme, so existiert ein Isomorphismus k: L — L', so dass

kommutiert.

Bewets. Die Existenz eines Homomorphismus k, so dass das Diagramm
kommutiert folgt daraus, dass L ein Push-Out von g, h ist. Ebenso folgt daraus,
dass L’ ein Push-Out ist, die Existenz eines Homorphismus k': L' — L, so
dass das Diagramm mit k" an Stelle von k kommutiert. Es ist nun nur noch
zu zeigen, dass k und k' invers zu einander sind. Dazu bemerken wir, dass
das Diagramm
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kommutiert. Da das Diagramm auch mit id;, an Stelle von &’ o k kommutiert,
folgt aus der Tatsache, dass L ein Push-Out ist, es also nur einen Homomor-
phismus an dieser Stelle gibt, der das Diagramm kommutativ macht, dass
k' o k = idy,. Ebenso folgt aus der Tatsache, dass L’ ein Push-Out ist, dass
ko k' =idy,. Damit ist k£ ein Isomorphismus. O

An dieser Stelle wére es schon zu wissen, ob Push-Outs (fiir Gruppen, wie
hier definiert) immer existieren—sie tun es—und wie sie konstruiert werden.
Da Gruppen keine ganz einfachen Objekte sind, ist dies leider technisch nicht
ganz unaufwandig, so dass wir hier darauf, verzichten, da wir diese Tatsache
nicht unbedingt brauchen. Es bleibt zu hoffen, dass der Beweis des folgenden
Satzes und die nachfolgenden Spezialfille ein ausreichendes Gefiihl fiir die
Struktur von Push-Outs vermitteln.

Der Satz von Seifert und van Kampen

17.3 Satz (Seifert und van Kampen). Sei X ein Raum und Uy, Uy C X offene
Teilmengen, xog € UNV. Ist X = UyUU; und ist UgNU1 wegzusammenhdangend,
so ist das Diagramm

iy

7T1(U0 N Ul,xo) *>7T1(U0,:E0)

7;1

w1 (U1, o) —#>7T1(X, xo)

ein Push-Out Diagramm. Hierbei seien 0, i, j9, j1 die offensichtlichen
Inklusionen zwischen den verschiedenen Rdaumen.
Beweis des Satzes

Die Kommutativtit des Diagramms ist klar. Fiir den Beweis, dass es ein
Push-Out-Diagramm ist, betrachten wir ein Diagramm

jO
7T1(U() N Ul,xo) i)ﬂl(U(),x[))

iy A

7T1(U1,:L‘0)—>7T1(X,x()) \

wobei G eine beliebige Gruppe ist und ¢q, ¢; beliebige Homomorphismen
sind, so dass das Diagramm ohne 1 kommutiert. Wir haben dann zu zeigen,
dass es genau einen Homomorphismus ¢ gibt, so dass das gesamte Diagramm
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kommutiert. Dazu gehen wir nach einem beliebten Schema vor: Wir zeigen
zunachst, dass der Homomorphismus, wenn er existiert, eindeutig bestimmt
ist. Dabei werden wir sehen, wie der Homomorphismus aussehen muss und
werden dies zu seiner Definition nutzen. Der néchste Schritt wird dann darin
bestehen, zu zeigen, dass er dadurch wohldefiniert ist.

17.4 Beweisschritt. Die Bilder von 2'2# und 171éﬁ erzeugen zusammen
7T1(X, l‘o),

Beweis. Sei vy € (X, xo) reprasentiert durch den geschlossenen Weg w. Da
{Uy, Uy} eine offene Uberdeckung von X ist, liefert uns das Lebesgue-Lemma
ein N € N, so dass fiir alle k mit 0 < k < N ein ry mit w [[k/N, (k +1)/N]] C
Uy, existiert. Es ist bereits w(0) = w(1) = zo, und wir zeigen nun, dass wir
es immer so einrichten kénnen, dass w(k/N) = zq fiir alle kK mit 0 < k < N.
Dazu wahlen wir zu jedem k£ mit 0 < & < N einen Weg v; von w(k/N)
nach zg. Da Uy N U; wegzusammenhéngend ist, konnen wir es so einrichten,
dass vy in U, | NU,, verlduft. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir
aufierdem vy = vy = ¢z,. Nun ersetzen wir w durch einen Weg w’, indem wir
fiir 0 < k < N am Anfang des Stiicks wlj/n,(r+1)/n] den Weg v, und am
Ende den Weg vy einsetzen. Wir machen das an dieser Stelle exakt und
werden uns spater mit solchen verbalen Beschreibungen begniigen:

wil - X
vy BN (s = %)) N <s <3
s qw (g +3(s = 35)), At <s <32
vk (3N (s — 282)), AP <s < B

Da wir an den Enden konstante Wege und an den Stellen k/N fir 0 <
k < N die Wege vy * v, , die relativ zu {0,1} homotop zu konstanten
Wegen sind, eingefiigt haben, ist [w'] = [w] = 7. Aufgrund der Wahl der
vy ist auch w' [[k/N, (k+1)/N]] C Uy,. Da nun w'(k/N) = z¢ fir alle k,
reprasentiert w|y /v (k+1)/n5] ein ax € T1(Ur,), 0 < k < N. Damit ist v =
-1 ol TN 0

z#(ao)i# (aq) -~ vy “an_1).

Damit ist schon die Eindeutigkeit von 1 gezeigt: Ist némlich v €
m1(X, zy) beliebig und ist mit den gerade benutzten Bezeichnungen v =
i (o) - z‘;N_l (an—1), so muss fiir ein v, das das Diagramm kommutativ
macht,

P(y) = (i (o) - iy (an-1))
= P(i (a0)) - - (i (an-1))
= ¢ro(@0) -~ Pry_, (an-1)

gelten.
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17.5 Beweisschritt. Durch

Y:m(X,x9) = G

~7’()( ) T'n—1

Qo) Ty (an—l) = ¢T() (QO) T ¢Tn_1(an—1)
wird ein Homomorphismus definiert, der das Diagramm kommutativ macht.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass sich jedes Element aus (X, z)
auf die angegebene Art darstellen ldsst. Auch ist klar, dass ¥ so, wenn es
denn wohldefiniert ist, zu einem Homomorphismus wird. Es ist also nur noch
zu zeigen, dass verschiedene Darstellungen des selben Elementes den gleichen

Wert liefern, dass also aus i} (ao) - - i;ffl(anfl) = Z;‘lz (ag) - -ir"/fl(oz;,_l)
folgt, dass ¢r,(ag) -+ br,_ (n—1) = by (ag) -+ ¢ (a5,_41). Da alle betei-
ligten Abbildungen Homomorphismen sind, geniigt es zu zeigen, dass aus
i () -+ iy (ap—1) = 1 folgt, dass dry(a0) -+~ br,_, (an-1) = 1.

Sei also n € N und fiir 0 < k < n sei r, € {0,1} und oy, € m1(Uy,, %0),
so dass ¢py(ag) - @r, (an—1) = 1. Es sei H: I x I — X eine Homotopie,
die diese Gleicheit zeigt, und zwar sei H(0,e8) = H(1,e) = H(e,1) = ¢, und
H (®,1)|(1/n,(k+1)/n) reprisentiere . Nun wenden wir wieder das Lebesgue-
Lemma an, um ein m € N zu erhalten, so dass mit N := mn fiir alle k&,
mit 0 < k,l < N ein sy mit w [[k/N, (k+1)/N] x [I/N, (Il +1)/N]] C Us,,
existiert. Wir kénnen diese sg; so wihlen, dass sg g = 7|3/, filr alle k.

Zunéchst zeigen wir, dass wir es so einrichten konnen, dass H auf allen
Gitterpunkten den Wert xo annimmt, dass also H(k/N,I/N) = z fiir alle
0 < k,l < N. Dazu definieren wir fiir alle 0 < k < N, 0 <1 < N einen Weg
vgg: I — Us,_, ,NUs,, durch vy (t) := H(k/N, (I+t)/N) und einen Weg wy, ;
von H(k/N,l/N) nach xg, der in Uy verlauft, falls H(k/N,l/N) € Uy, in Uy,
falls H(k/N,I/N) € Uy und konstant ist, falls H(k/N,l/N) = xg. Aukerdem
setzen wir wy y = ¢z, flir 0 < £ < N. Dann wahlen wir fiir alle 0 < k < N,
0 <1 < N eine Abbildung Fy;: I x I — Us,_,, N U, , mit F;(0,e) =
Fii(1,0) = v und Fj(e,0) = wy * Wy, Fii(e,1) = wpq1, * Wy - Dies
ist moglich, da die auf dem Rand vorgegebene Abbildung homotop zu einer
konstanten Abbildung ist (sieche Aufgabe 37). Nun konnen wir H, indem
wir an der Stelle {k/N} x [I/N, (I + 1)/N] die Abbildung F},; einpassen, so
abéndern, dass die oben bemerkten Eigenschaften von H erhalten bleiben
und H zusétzlich auf allen Gitterpunkten den Wert zg annimmt. Wir werden
diese geénderte Abbildung weiterhin H nennen.

Die alten w und v vergessend definieren wir nun Wege

wpy: I — X, 0<k<N,0<E<N,
t H((k+ /N, 1/N),
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und

'l}k7l:I—>X, 0Sk§N,OSk<N,
t— H(k/N,(l+1)/N).

Fiir 0 < k,1 < N gibt uns das Klassen 31, V&1, 0,1, €k, € m1(Us,,,) durch

By = [wril, Vet = [Wear1], Ok = [vkg)s €rg = [vrgag)-

Nun ist ax = Bimk,08mk+1,0 - Bm(k+1)-1,0 fir 0 <k <nund v ny—1 =1 fiir
alle 0 < k < N. Es geniigt daher zu zeigen, dass

¢80,0 (/60,0)¢S1,0 (ﬁl,o) t d)sN_l,o (ﬁNfl,O) =
= ¢30,N71 (70,N—1)¢31,N—1(717N_1) T ¢SN71,N71(7N—1,N—1>'

Wir tun dies in zwei Schritten.

Fir alle 0 <k < N und 0 <1 < N — 1 st g5, (Vrt) = Pspoppy (Briv1):
Nach Definition ist Ykl = [wk7[+1], ﬁkz,l—i—l = [wk7l+1]. Ist Skl = Sk,l+1, SO
ist Vel = 5k,l+1 und alles klar. Ist Skl #* Sk,i4+1, SO leben Y 1 und Bk,l—o—l in
verschiedenen Gruppen. In diesem Fall verlauft aber wy, ;41 ganz in Uy N Uy,
so dass wir ein p € m(Up N Uy) durch p := [wy41] definieren konnen. Es ist

-Sk,l Sk, 141

dann ¢Sk,z ('Yk,l) = (¢Sk,l O Jy )(p) = (¢5k,l+1 ©Jy )(p) = ¢3k,l+1 (ﬂk,l—&-l)'
Fiir alle 0 <1 < N st

¢So,z(50,l) T (ﬁsN_Ll(/BNfl,l) = ¢so,z('70,l) T ¢SN—1,Z(’YN*1,I) :

Zunéachst zeigt H‘[k/N,(k+1)/N}><[l/N,(l+1)/N] fiir 0 < k< N, dass ,BkJ =
5k,l’7k,l€];}~ Es ist also

Bso,(Bog) -+ Psn_y, (BN-11) =
= 501 (6070160, )+ Psn—y (SN 1LYV -11EN 1)) =
= b5y, (1) sy, (Y0,)Ps0, (€0,0)
sy 1 (01,0) sy, (1,0)
By (VN2 Psn_ay (en—2,) "
“Gsn_10(ON-1,)Psy 1 (YN=1,1)Psp_y, (1)-
Es geniigt also, fiir 0 < k < N — 1 zu zeigen, dass ¢s, ,(€x1) = @sp 1, (Okr1,0)-

Nun werden €;; und 0x41,; beide von vy, reprisentiert, so dass sie fiir

Sk = Sk+1, gleich sind und es ansonsten ein p € w1 (UpNU7) mit € = j;f’l (p),
Ok+1, = j;f“’l(p) gibt, so dass dies wieder aus der Kommutativitat des

Diagramms folgt. O

Damit ist auch der Satz bewiesen. O
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Spezialfalle

Wir notieren Spezialfélle, in denen sich das Push-Out leichter beschreiben
lasst. Zunéchst holen wir kurz eine Definition nach.

17.6 Definition. FEin Raum X heiflt einfach zusammenhdngend, wenn er
nicht-leer und wegzusammenhéngend ist und fiir ein g € X (und damit fiir
alle) die Fundamentalgruppe 71 (X, z¢) trivial ist.

17.7 Korollar. Seien X ein Raum und Uy, Uy C X offene, einfach zusam-
menhdngende Teilmengen, so dass X = Uy U Uy ist und Uy N Uy nicht-leer
und wegzusammenhdngend ist. Dann ist X einfach zusammenhdngend.

Beweis. Zunéchst ist X nicht-leer und wegzusammenhéngend. Sei nun xg €
Up NU; und die Notation die aus dem Satz. Dass 71 (X, z¢) trivial ist, kann
man nun einerseits aus dem Beweis des Satzes entnehmen, denn dort wurde
gezeigt, dass diese Gruppe von Imi) und Im 271# erzeugt wird, so dass sie
trivial ist, wenn 1 (U, z¢) und 71 (Uy, o) trivial sind.

Wir kénnen es aber auch direkt aus dem Satz folgern, denn man iiberzeugt
sich sofort, dass, wenn wir O fiir die triviale Gruppe schreiben,

7T1(U0 N Ul,a:()) —_—

]

00—

ein Push-Out-Diagramm ist. Aus der Eindeutigkeit des Push-Outs folgt dann
(X, o) = 0. O

17.8 Korollar. Firn > 2 ist S™ einfach zusammenhdngend.

Beweis. Seiz € S™ der Nordpol und y € S™ der Siidpol. Wir setzen Uy := S™\
{z}, Uy := 5"\ {y}. Es sind Uy, U; =~ R", also zusammenzichbar und damit
einfach zusammenhéngend. Auferdem ist UyNU; wegzusammenhéngend (hier
benutzen wir n > 1). Das vorherige Korollar liefert nun die Behauptung. [

17.9 Korollar. Seien X, Uy, Uy und die sonstige Notation wie im Satz und
Uy einfach zusammenhdingend. Wir betrachten

7% g

7T1(U0 n Ul,SUQ) *)71’1([]0, $0)  — 7T1(X, $0).
Es ist i%é surjektiv, und ist N der kleinste Normalteiler, der Imjg# enthdlt,
so ist Ker i%é = N. Insbesondere ist also 71 (X, x9) = 71 (Uy, xo)/N.
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Beweis. Wir betrachten das Diagramm

jO
m1 (U N U1, x0) 4#>7T1(U0»960)

wobei ¢ die kanonische Quotientenabbildung und G eine beliebige Gruppe
sei. Das Quadrat kommutiert, da Imj% C N =Kerg, also g o j% = 0. (Man
beachte, dass der triviale Homomorphismus, den wir 0 schreiben, tatsdchlich
konstant 1 ist.) Das Diagramm ohne 3 kommutiert nun genau dann, wenn
Im j% C Ker ¢, also, da Ker ¢ ein Normalteiler ist, genau dann, wenn N C
Ker ¢. Nun ist aber eine Eigenschaft der Faktorgruppe, dass dann ein eindeutig
bestimmter Homomorphismus ¢: 71 (Up, 29)/N — G mit ¢ o ¢ = ¢ existiert.
Da die Bedingung, dass das untere Dreieck kommutiere, leer ist, ist das
Diagramm ein Push-Out-Diagramm. Aus dem Satz und der Eindeutigkeit
von Push-Outs folgt nun die Existenz eines Isomorphismus h: m (X, zg) —
71(Up, z9) /N, so dass h o io# = ¢. Die Behauptung folgt danach sofort.  [J
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Der Effekt des Anheftens von Zellen

auf die Fundamentalgruppe

Das Anheften einer Zelle

Sei X ein Raum, n € N\ {0} und f: S" ! — X eine stetige Abbildung. Dann
konnen wir den Raum
Y = X Uy D"

betrachten. Wir sagen in dieser Situation, Y gehe aus X durch Ankleben
einer n-Zelle hervor. Wir wollen nun mit Hilfe des Satzes von Seifert und
van Kampen untersuchen, wie sich die Fundamentalgruppe von Y aus der
von X ergibt.

Mit der Notation aus haben wir eine Einbettung j: X — Y und die
charakteristische Abbildung x: D™ — Y. Wir bemerken:

18.1 Proposition. x|pm gn-1 ist eine offene Einbettung. Ist A C D™\ S*!
und A abgeschlossen in D™, so ist x[A] abgeschlossen.

Beweis. Y tragt die Finaltopologie beziiglich j und x. Nach Konstruktion
von Y ist auberdem x|pn\gn-1 injektiv. Ist nun O C D™ \ S7=1 5o st
i HX[O]] = @ und x[x[O]] = O. Ist also O offen, so auch x[O]. Das zeigt,
dass x| pm\gn-1 eine offene Einbettung ist.

Ist AC D"\ S" 1 soist 7Y \ x[A]] = X und x [V \ x[4]] = D"\ A.
Ist also A in D™ abgeschlossen, so ist auch y[A] abgeschlossen. O

Um den Satz von Seifert und van Kampen anwenden zu koénnen, setzen
wir nun

Uo ==Y \ {x(0)},
Uy == x[D"\ §"71].

Wir kénnen U mit XUy (D™\{0}) identifizieren. Wenn wir annehmen, dass X
wegzusammenhéngend ist, erfilllen Uy und U fiir n > 2 die Voraussetzungen
des Satzes von Seifert und van Kampen. Das einzige, das hierbei vielleicht
nicht sofort ersichtlich ist, ist, dass Uy wegzusammenhéngend ist. Das folgt
aber daraus, dass Uy ~ X:
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18.2 Proposition. Sein > 1 und r: Uy — X die Abbildung, die durch die
Kommutativitdt von

o
X
: N o e/l
N\

X—21 U,
r ‘\
id \
X

gegeben ist (siehe [Proposition 6.17). Dann ist r o j = idx und j or ~
idy,, wobei die Homotopie H: Uy x I — Uy durch H(e,t) = h; und die
Kommutativitat von

nkl. n
gn=1 2 D\ {0} -

P

X—1 0, D"\ {0}

X4]>UO

gegeben ist.

Beweis. Das einzige Problem ist die Stetigkeit von H. Es bezeichne ¢: X +
(D™ \ {0}) — Up die Quotientenabbildung. Wir betrachten das Diagramm

X x I+ (D*\{0}) x I)

o

(X (D" \{0})) x I

quid[
H

Up x [ ———Up.

Die Abbildung links oben sei die offensichtliche; dass sie ein Homéomorphis-
mus ist, rechne man zur Ubung nach. H sei durch die Kommutativitét des
Diagramms gegeben und ist stetig, denn die Restriktion auf X x I ist die
Projektion auf X gefolgt von j, und die Restriktion auf (D™ \ {0}) x I ist
die Komposition

(x,t)»—>(t+ﬁ)x
(D"\{0}) x [ ———5

Die Stetigkeit von H folgt also, wenn ¢ X id; eine Quotientenabbildung ist,
und das folgende Lemma sagt gerade dies. O

(D" \ {0}) x  — X 1),
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18.3 Lemma. Sei g: X — Y eine Quotientenabbildung und Z ein lokal
kompakter Raum. Dann ist die Abbildung q X idgz: X X Z — Y X Z eine
Quotientenabbildung.

Beweis. q x idy ist offenbar stetig und surjektiv. Sei U C Y x Z mit U :=
(q x idz)1[U] offen. Es ist zu zeigen, dass U offen ist.

Sei (y,z) € U. Da ¢ surjektiv ist, existiert z € X mit ¢(z) = y, also
(z,z) € U. Da U offen und Z lokal kompakt ist, existiert K € U(z), K
kompakt, mit {z} x K C U, also auch {y} x K € U. Wir setzen nun
V= {:E’EX: {x’}xKCU} ={z' e X: {q(a')} x K CU}.Sei 2/ € V.
Dann existiert fiir beliebiges k € K eine Umgebung V} von k, so dass Wj, :=
{x” eX: {a"} x WV, C U} Umgebung von z’ ist. Aufgrund der Kompaktheit

von K existieren nun n € Nund ki, ..., k, € K, so dass K C |J"_; Vi,. Dann
ist ", Wi, Umgebung von 2’ und (N, Wi,) x K C U, also (), Wy, C V.
Das zeigt, dass V offen ist. Nun ist mit V := {y/ € Y: {3/} x K C U} gerade
V = ¢ ![V], also ist V offen und V x K C U Umgebung von (y, z). Damit
ist U offen. O

Der Effekt auf die Fundamentalgruppe

Da U; ~ D"\ S"~! zusammenziehbar, also insbesondere einfach zusam-
menhéangend, ist, folgt aus fir n > 2, dass mit beliebigem
Basispunkt in Uy N U; in der Komposition von von Inklusionen induzierten
Homomorphismen

7T1(U() N Ul) — 7['1(U0) — 71'1(Y)

der zweite Homomorphismus surjektiv und sein Kern der kleinste das Bild
des ersten enthaltende Normalteiler ist. Wir konnen auch die ersten beiden
Gruppen identifizieren: Es ist Uy N Uy ~ D™\ (S" ' U {0}) ~ "~ ! und wie
bereits gezeigt Uy ~ X, also m(Up N Uy) = 71 (S™ 1) und 7 (Up) = m1(X).
Um daraus wirklich 71 (Y") bestimmen zu koénnen, missen wir aber auch die
Homomorphismen besser beschreiben.

Dazu legen wir zunéchst Basispunkte fest. Wir schreiben 1 = (1,0,...,0)
fiir den Basispunkt von S"~! und setzen zg := f(1) € X, yo := j(x0) € Y.
Auferdem wéhlen wir ein y{, € Uy N Uy mit r(yo) = xo, wobel wir hier die
Bezeichnungen aus [Proposition 18.2] beibehalten. Aufierdem definieren wir
eine Abbildung r’: Uy N U; durch Kommutativitiat von

z—x(z)

D" \ (Sn_l U {O}) —UgN Uz

T i |~
fl=ll | = f
r

St
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7’ ist eine Homotopiedquivalenz und r|y,ny, = for’. Auferdem haben wir be-
reits festgestellt dass H eine Homotopiedquivalenz zwischen der Komposition

Up = X - Y und der Inklusion Uy — Y ist. Wie in |Pr0p051t10n 14.13|sei p
der Weg, den y), wihrend dieser Homotopie durchlauft; das ist der ,direkte’
Weg von yo nach y;. All dies liefert uns ein kommutatives Diagramm

7 (8" 1) LN (X, 20) —Z— m1(Y, y0)

g}";# g}“# g]hp

T (Uo N UL, y) —— m1(Uo, y) —— m1 (Y, v0),

wobei alle nicht beschrifteten Pfeile von Inklusionen induzierte Abbildungen
bezeichnen. Aus dem bereits oben iiber die untere Reihe gezeigten, der
Kommutativitdt des Diagramms und der Tatsache, dass die vertikalen Pfeile
Isomorphismen bezeichnen, erhalten wir nun:

18.4 Proposition. Sei X ein Raum, n > 2, f: (S" 1 1) — (X, x0) eine
stetige Abbildung, Y := X Uy D™ und j: (X,z0) — (Y,v0) die kanonische
Einbettung. Dann ist ju ein Epimorphismus, dessen Kern der kleinste Nor-
malteiler ist, der das Bild von fu enthdlt. O

Wir benutzen nun noch, dass wir m1(S™~!) kennen.

18.5 Proposition. Sei X ein Raum, n > 3, f: (S"" 1 1) — (X, x0) eine
stetige Abbildung, Y := X Uy D™ und j: (X,z0) — (Y,y0) die kanonische
Einbettung. Dann ist ju ein Isomorphismus. (Il

18.6 Proposition. Sei X ein Raum, f: (S',1) — (X,zq) eine stetige Ab-
bildung, Y := X Uy D? und j: (X, z0) — (Y,yo0) die kanonische Einbettung.
Ist e € m(SY,1) 2 Z ein Erzeuger, dann ist Ju ein Epimorphismus, dessen
Kern der kleinste Normalteiler ist, der fu(e) enthdlt. O

18.7 Bemerkung. Ist h: I/{0,1} — S! ein Homdomorphismus mit
h([{0,1}]) = 1und q: I — I/{0, 1} die Quotientenabbildung, so ist e := [hog]
ein Erzeuger von 71(S1,1). Ist nun (X, z¢) ein Raum mit Basispunkt und
a € m(X,xp), @ = [w], so definiert, da w(0) = w(1), fohoq = w eine
Abbildung f: (S*,1) — (X, z¢), und es ist fx(e) = o. Durch Ankleben einer
2-Zelle an X mit Hilfe von f (also entlang w) kann man also das Element «
gezielt ,abschiefsen’.

Projektive Rdume

In Aufgabe 18 haben wir gesehen, dass man die reell-projektiven Rdume RP"
durch sukzessives Ankleben von Zellen aus dem einpunktigen Raum erhalten
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kann. Wir wollen nun sehen, wie man daraus mit Hilfe des eben gezeigten
die Fundamentalgruppen dieser Raume bestimmen kann.

Sei p,: S™ — RP™ die Projektion, die sich aus der Definition von RP"™
als Quotient von S™, bei dem gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden,
ergibt. In Aufgabe 18 wurde gezeigt, dass RP" ~ RP"~! Up,_, D". Wir
bemerken an dieser Stelle, dass man diesen Homéomorphismus so erhélt, dass

Inklusion

Sn—l Sn

Jpn—l Jpn
sn—1

rpn-1 L—RP* 'y, , D"—=5Rpr

kommutiert, wobei 57! die kanonische Inklusion bezeichne. Wir nehmen an,
dass die Hom6omorphismen so gewahlt sind und bestimmen Basispunkte
xn € RP™ durch zy,41 = j"(zn).

Es ist RPY ein einpunktiger Raum, also 1 (RP°, z) = 0. Es ist RP! ~ St
also 7 (RPY, x1) = Z. Einen Homdomorphismus zwischen RP! und S kann
man zum Beispiel zu beschreiben: Die stetige Abbildung sqr: S — S,
sqr(z) := 22, ist surjektiv, also eine Quotientenabbildung, da S' kompakt
ist. Da nun sqr(z) = sqr(y) <= (z = y)V (x = —y) gibt es einen
Homé&omorphismus h: RP! — S!, so dass h o p, = sqr. Da wir uns in
[Proposition 16.5| bereits iiberlegt haben, dass die Abbildung sqr vom Grad 2
ist, kann man also Isomorphismen so wéhlen, dass

7T1(Sl,1) %Wl(Rpl,:El)

F Lk

7—————17

kommutiert. Aus [Proposition 18.6 angewandt auf RP! Up, D? ergibt sich
also m (RP?, x9) = Z/27 =: Zy. Mit |Proposition 18.5| folgt nun induktiv
T (RP™, x,) = Zy fir alle n > 2. Zusammenfassend und etwas genauer:

18.8 Proposition. FEs ist

0, n=0,
m(RP") = (Z, n=1,
Zo, m > 2.

Die von der Inklusion induzierte Abbildung 1 (RP™) — 71 (RP™ 1) ist ein
Epimorphismus fiir n = 1 und ein Isomorphismus fir n > 2. O
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Eine kuriose Eigenschaft von
Drehungen im dreidimensionalen
Raum

Wir werden ein Gedankenexperiment (das man auch problemlos real durch-
fithren kann) betrachten, das einen vielleicht unerwarteten Effekt zeigt. Wir
werden diesen mit der Existenz eines Elements der Ordnung 2 in 7 (RP3) in
Verbindung bringen und die Gelegenheit nutzen, um etwas iiber die Topologie
von Matrixgruppen zu lernen.

Das Experiment

Wir stellen uns vor, ein Gegenstand befinde sich in einem Raum und sei
mit einem dicken Gummiseil an der Decke des Raumes befestigt. Drehen
wir den Gegenstand einmal um sich selbst herum, so wird das Gummiseil in
sich verdreht sein. Halten wir nun den Gegenstand (und die Zimmerdecke)
fest, so wird es nicht moglich sein, das Gummiseil zu entdrehen, auch nicht,
wenn wir es dabei um den Gegenstand herumfiihren diirfen. Diese wenig
iiberraschende Tatsache werden wir beweisen. Dreht man nun den Gegenstand
ein weiteres mal in die selbe Richtung um die selbe Achse, so gibt es danach
eine Moglichkeit unter Festhalten des Gegenstandes das Gummiseil (es kénnen
auch viele Seile sein) zu entdrehen. Warum und wie das méglich ist, werden
wir beschreiben.

Modellierung

Wir nehmen an, dass wir auf dem Seil ldngs drei Linien angebracht haben.
Fiir jede Position des Seils erhalten wir nun durch Betrachten der Position der
Linien drei Wege I1, l2,13: I — R3. (Wir haben den Raum mit einer Teilmenge
des R? identifiziert.) Dabei seien I1(0),12(0),13(0) die Positionen der Linien
an dem an der Decke befestigten Seilende. Diese sind also unabhéngig von
der Seilposition. Wir nehmen an, dass die angebrachten Linien und die
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Beschaffenheit des Seils so sind, dass fiir alle Seilpositionen und alle s € I die
Vektoren la(s) — I1(s) und I3(s) — l1(s) linear unabhéngig sind. Es gibt dann
immer einen eindeutig bestimmten Vektor v(s) der Lange 1, der Senkrecht
auf la(s) —11(s) und I3(s) —l1(s) steht, so dass (I2(s) —11(s),3(s) —11(s),v(s))
positiv orientiert ist. Dies wiederum definiert eine Matrix G(s) € GL(3) mit
(Ia(s) — 11(5), () — Li(s),0(5)) = G(s) - (12(0) — L(0),15(0) — 11(0), v(0)).
Eine Bewegung des Seils, wobei die Zeit durch I parametrisiert sei, definiert
nun eine stetige Funktion (auf die Topologie von GL(3) werden wir noch zu
sprechen kommen) H: I x I — GL(3) durch H(s,t) = GSeilposition zur Zeit (5)-

Im Inneren des Gegenstandes, an dem das Seil befestigt ist, denken wir uns
einen Punkt ausgezeichnet, den wir bei allen Bewegungen des Gegenstandes
festhalten. Dann definiert eine Bewegung des Gegenstandes einen Weg w: I —

SO(3) durch
Stellung des Gegenstandes zum Zeitpunkt ¢ = w(t) - Standardstellung.

Die Standardstellung sei die zum Beginn unseres Experiments.

19.1 Proposition. Fihren wir am Anfang des Experiments eine Bewegung
des Gegenstandes durch, die durch w: I — SO(3) beschrieben wird, und
beschreibt Ggp: I — GL(3) die Position des Seil nach der Bewegung, so ist
w~ Ggp rel {0,1} in GL(3).

Beweis. Wahrend der Bewegung des Gegenstandes bewegt sich auch das Seil,
dessen Bewegung sei wie oben durch H: I x I — GL(3) beschrieben. Es
ist dann H(0,e) = ¢1, wobei 1 die Einheitsmatrix bezeichne, da das eine
Seilende an der Decke befestigt ist und nicht bewegt wird. Es ist H(1,e) = w,
da das andere Seilende an dem Gegenstand befestigt ist und mit diesem
bewegt wird. Aufierdem ist H(e,0) = ¢, da dies die Ausgangslage des Seils
beschreibt und H(e,1) = Ggp. Es folgt ¢; * w ~ ¢; x Ggp rel {0,1} und
damit w ~ Ggp rel {0,1}. O

19.2 Korollar. Fihren wir am Anfang des Ezxperiments eine Bewegung des
Gegenstandes durch, die durch w: I — SO(3) beschrieben wird, und ist es
danach bei festgehaltenem Gegenstand mdglich, das Seil in die Ausgangslage
zuriickzubringen, so ist [w] =1 € m(GL(3),1).

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass w(1) = 1 gelten muss, da nur dann das
an dem Gegenstand befestigte Ende des Seils in die Ausgangslage zuriickge-
bracht werden kann. Wir fassen nun die Bewegung des Seils, bei der sich der
Gegenstand wie durch w beschrieben bewegt und die anschliefsende Bewegung
des Seils, bei der sich der Gegenstand nicht bewegt als eine Bewegung des
Seils auf, bei der sich der Gegenstand wie durch w * ¢; beschrieben bewegt.
Die Proposition darauf angewandt liefert [w] = [w * ¢1] = [¢1] = 1. O

Um weitere Fortschritte zu erzielen, miissen wir also 7(GL(3),1) néher
untersuchen.
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Ein wenig iiber Matrixgruppen

Es sei Mat(n) die Gruppe der (reellen) n x n-Matrizen. Via der Eintrige

identifizieren wir Mat(n) mit R"" und geben Mat(n) dadurch eine Topologie.

Wir betrachten weiterhin die Unterrdume SO(n) C O(n) C GL(n) C Mat(n).
Zunéachst ein paar einfache Bemerkungen.

19.3 Proposition. GL(n) ist in Mat(n) offen.

Beweis. Die Abbildung det: Mat(n) — R ist stetig, da ein Polynom in den
Eintragen, und GL(n) = {A € Mat(n): det A # 0}. O
19.4 Proposition. Der von der Inklusion induzierte Homomorphismus
m1(0(n),1) — m1(GL(n), 1) ist ein Monomorphismus.

Beweis. Bezeichnet i: O(n) — GL(n) die Inklusion, so liefert das Schmidt-
sche Orthonormalisierungsverfahren eine stetige Abbildung s: GL(n) — O(n)
mit s 0 = id. Es folgt sy 0iy = (so0i)x =idy = id, also ist i4 ein Mono-
morphismus. O

19.5 Bemerkung. In der Tat ist auch ¢ or ~id, also ix ein Isomorphismus.

19.6 Proposition. SO(n) enthdlt die Wegzusammenhangskomponente von
O(n), die die Einheitsmatriz enthdlt.

Beweis. Es ist det: O(n) — {—1,1} stetig und det 1 =1, also det A =1 fiir
alle A aus der Wegzusammenhangskomponente, die die 1 enthélt. O

19.7 Bemerkung. In der Tat ist SO(n) wegzusammenhéngend also gleich
der Wegzusammenhangskomponente von O(n), die die Einheitsmatrix enthalt.

19.8 Korollar. Der wvon der Inklusion induzierte Homomorphismus
m1(S0(n),1) — m(0(n), 1) ist ein Isomorphismus. O

Wir haben gesehen, dass es, um 71 (GL(n), 1) zu verstehen, geniigt, sich
m1(SO(n), 1) anzuschauen. Nun werden wir uns eine genauere Beschreibung
des Raumes SO(3) verschaffen.

Uber SO(3)
Mit Mitteln der linearen Algebra erhélt man die folgende Klassifizierung von
Matrizen aus SO(3):

19.9 Proposition. Ist M € SO(3), so ezistieren A € SO(3) und ¢ € [0, 7],
s0 dass

1 0 0
M=A|0 cos¢p —sing | A"
0 sin¢g cos¢

Ist M so durch A und ¢ gegeben und N entsprechend durch B und v und
haben A und B Spaltendarstellungen A = (v,v',v"), B = (w,w’,w"), so gilt:
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(i) Ist $ =0, soist M = N < ¢ =0.
(1)) Ist0 < p <7, s0ist M =N <= (p=19)A\(v=w).
(i) Ist p=m, soist M =N <= (Yp=7m)A((v=w)V (v=—w)).
U

Fiir die Beschreibung von SO(3), auf die wir abzielen, miissen wir uns
nur noch um Stetigkeit kiimmern.

19.10 Definition und Proposition. Es gibt eine stetige Abbildung ®: S? x
[0, 7] — SO(3), so dass fiir alle v € S?, ¢ € [0,7] Vektoren v',v" existieren,
so dass mit A = (v,v',v") gilt, dass A € SO(3) und

1 0 0
P(v,¢0) =A|0 cosgp —sing | A
0 sing cos¢

Beweis. Wegen |[Proposition 19.9|ist ® bereits eindeutig definiert, wir miissen
nur noch die Stetigkeit nachpriifen. Dies tun wir lokal bei (v,¢). Seien
v, 0" € R3, so dass (v,v',v") € SO(3). Fiir u € R? setzen wir A(u) =
(u,v’';v"). Da GL(3) offen in Mat(3) ist, existiert eine Umgebung U von
u, so dass A(u) € GL(3) fiir alle u € U. Sei nun s: GL(3) — O(3) die
Schmidtsche Orthonormalisierungsabbildung. Wahlt man U klein genug, so
ist s[A[U]] € SO(3) (wieder Stetigkeit der Determinantenfunktion). Es folgt,
dass fiir alle (u,) € U x [0, 7] gilt, dass

1 0 0
®(u, ) = s(A(u)) | 0 cosyp —siney | s(A(u)).
0 sinvy cosy

Damit ist ® in einer Umgebung von (v, ¢) stetig. O

19.11 Bemerkung. ®(v,¢) ist natiirlich gerade eine Drehung um die (ge-
richtete) Achse v um den Winkel ¢.

19.12 Proposition. Identifizieren wir wie in |Proposition 6.12 RP> mit
D3/ ~, wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die gegeniiberliegende Punkte in
S? identifiziert, so induziert ® einen Homdomorphismus

d: RP? — SO(3)
[rv] = @ (v, rm), veS%rel
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Beweis. Ist ¢: D3 — RP? die Quotientenabbildung, so betrachten wir das
Diagramm

S2 x [0, 7] —— SO(3)

Die Existenz einer Abbildung ®, die das Diagramm kommutativ macht,
sowie deren Bijektivitéat folgt aus [Proposition 19.9] Aus der Kompaktheit
von S% x [0,7] und der Tatsache, dass D? und SO(3) hausdorffsch sind,
folgt, dass sowohl ® als auch die Komposition der durch die vertikalen Pfeile
bezeichneten Abbildungen Quotientenabbildungen sind. Daraus folgt, dass ®
ein Homoomorphismus ist. O

Wir wissen nun also nach [Proposition 18.8| dass m1(SO(3),1) = Zg. Wir
wollen noch das nicht-triviale Element von 71 (SO(3), 1) beschreiben.

19.13 Proposition. Ist v € 52, so ist

I —S0(3)

D (v, 2ms), s < %,
S

(I)(_U727T(1 - S))? 52 %v

ein stetiger Weg, der das nicht-triviale Element von 1 (SO(3), 1) reprisentiert.
Insbesondere wird dieses Element auch von

I — S0(3)
1 0 0
s+— | 0 cos(27ws) —sin(27s)

0 sin(2ws)  cos(2ms)
reprasentiert.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass die erste Aussage unabhéngig von der Wahl
von v ist, wir nehmen daher v = (1,0, 0) an. Durch Einsetzen in die Definition
von ® erhilt man daraus dann sofort die zweite Aussage.

Wir haben nun zu zeigen, dass

I — D3/ ~
~ {[(25,0,0)], s

(AVARVAN
[ I

[(2(1—5),0,0)], s
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das nicht-triviale Element aus 71 (RP3) reprisentiert. Identifizieren wir R mit
R x {0} x {0}, so verliuft dieser Weg ganz in D'/ {—1,1} ~ RP! ~ S' und
reprasentiert dort offenbar einen Erzeuger der Fundamentalgruppe. Der Rest
folgt aus [Proposition 18.8] O

Zuriick zum Experiment
Wir wissen nun:
19.14 Proposition. Drehen wir den Gegenstand zu Beginn des Experiments

einmal um eine beliebige Achse, so ist es danach nicht mdglich, bei festgehal-
tenem Gegenstand das Seil zu entdrehen.

Beweis. Das folgt aus [Korollar 19.2] und [Proposition 19.13] O

Um nun auch noch zu zeigen, dass man nach einer Bewegung des Ge-
genstands, die durch einen zum konstanten Weg homotopen Weg in SO(3)
beschrieben wird, das Seil entdrehen kann, beschreiben wir zunéchst, wie
man aus einem Weg in SO(3) eine Seilposition erhélt. Die Postionen, die wir
erhalten, werden derart sein, dass jedes Seilstiick den gleichen Abstand zu dem
Gegenstand hat wie in der Ausgangsposition. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass wir den Raum so mit dem R? identifiziert haben, dass sich der
Ursprung im Mittelpunkt des Gegenstandes befindet, von dem wir annehmen,
dass er eine Kugel mit Radius 1 ist. Aufferdem nehmen wir an, dass das nicht
an der Kugel befestigte Ende des Seils im Abstand 2 vom Ursprung befestigt
ist. Ein Weg w: I — SO(3) definiert einen Homéomorphismus

h: R® — R?
w(0) - , 2]l > 2,
z—qw2—|z)) -z, 1< z] <2,
w(l) -, ]| <1

und damit einen Zustand unseres Systems, in dem der Teil des Gegenstandes
oder Seiles, das sich im Anfangszustand am Ort x befindet, am Ort h(x)
befindet. Es ist klar, dass sich das problemlos auch auf mehrere Gummiseile
verallgemeinert.

19.15 Proposition. Ist w: I — SO(3) ein stetiger geschlossener Weg mit
Anfangs- und Endpunkt 1 und ist [w] =1 € m1(SO(3),1) das triviale Element,
so st es moglich, den Gegenstand wie durch w beschrieben zu bewegen, dabei
das Seil mitzubewegen und anschlieffend bei festgehaltenem Gegenstand das
Seil zu entdrehen.
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Beweis. Sei H: I — SO(3) eine Homotopie relativ zu {0, 1} zwischen w und
dem konstanten Weg c;. Wir betrachten nun die Funktion

Z: I x[0,2] — SO(3)
1, t<1-—s,
(s,t) m Cw(t+s—1), 1—-s<t<1,
H(s,t—1), t>1.

Z ist stetig. Es beschreibe nun Z(e,t) wie vor dieser Proposition ausgefiihrt
den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢. Es ist Z(e,0) = Z(e,2) = ¢y, so
dass am Anfang und am Ende des Vorgangs der Zustand des Systems der selbe
ist. Es ist Z(0,t) = 1 fiir alle ¢, so dass das nicht am Gegenstand befindliche
Seilende iiber den gesamten Zeitraum unbewegt bleibt. Es ist Z(1,t) = w(t)
fir t <1und Z(1,t) =1 fiir t > 1, so dass das Objekt zunéchst die durch w
vorgeschriebene Bewegung vollfithrt und danach unbewegt bleibt. O

19.16 Korollar. FEs ist moglich, den Gegenstand zundchst zweimal vollstindig
um eine beliebige Achse zu drehen und danach bei festgehaltenem Gegenstand
das Seil zu entdrehen.

Beweis. Es sei w: I — SO(3) ein Weg, der einmaliges Drehen um eine
Achse beschreibt. w ist eine Schleife bei 1, reprasentiert also ein Element aus
71 (SO(3),1). Nun beschreibt w % w zweimaliges Drehen um diese Achse, aber
[w* w] = [w]? = 1, denn 71 (SO(3)) = 711 (RP?) hat Ordnung 2. O

19.17 Bemerkung. Ist die Achse, um die gedreht wird, die, auf der das Seil
liegt, so ist in der Konstruktion aus dem Beweis von |[Proposition 19.15| die
Stellung des Seils nach dem Drehen des Gegenstandes so, wie man sich das
vorstellt. Es ist nun empfehlenswert, konkret eine Homotopie herzunehmen,
die zeigt, dass zweimaliges Drehen das triviale Element aus 71 (SO(3)) repré-
sentiert, und die dadurch beschriebene Entdrehungsbewegung zu visualisieren.
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Literatur

Das Buch zu dem Stoff, der bei uns in Topologie I behandelt wird, zu
empfehlen, fallt schwer. Wahrscheinlich gibt es deshalb eine so grofse Zahl
an Skripten zur Topologie I an diesem Fachbereich, denen ich hier zu allem
Uberfluss auch noch eines hinzufiige. Die, die ich kenne, mochte ich sogleich
empfehlen: Das von Koppelberg, mit dem ich gelernt habe, das von Heindorf
und die beiden von Unséld, von denen mir besonders das dltere zusagt.

Meine erste Buchempfehlung sei eine, die hier eigentlich inhaltlich nicht
herpasst. Das Buch von Bredon [Bre93]| ist eines iiber algebraische Topologie,
aber fast alles von dem, was wir hier tun werden, ist dort in den Kapiteln 1
und 3 enthalten. Sollte jemand so voller Tatendrang sein, dass er sich jetzt
schon sicher ist, auch Topologie II und III zu héren, so kann er sich eigentlich
auch tiberlegen, sich dieses Buch gleich zuzulegen.

Drei Biicher, die sich eher an die Horer dieser Vorlesung richten, sind
[QueT3], [Jan80] und [Mun75|. Querenburg behandelt auf wenig Raum viel
mengentheoretische Topologie, enthélt aber im Gegensatz zu den anderen
beiden Béanden kein Material iiber die Fundamentalgruppe. Jéanichs Buch
enthélt auch viele erhellende Passagen mit erzdhlendem Charakter, es wird
sich daher wohl auch schon auf Nachttischen und nicht nur auf Schreibtischen
wiedergefunden haben. Uber das Buch von Munkres kann ich nicht viel sagen,
es scheint aber inhaltlich gut zu unserer Vorlesung zu passen.

Wem das alles zu wenig abstrakt ist, der findet wie immer bei Bourbaki
Hilfe. Von [Bou65| werden wir nur Kapitel 1 und 9 benétigen. Ein ,echtes’
Buch iiber mengentheoretische Topologie ist Engelkings Werk [Eng77], in
dem man angeblich alles findet.

Ein Buch einer ganz anderen Art ist das von Steen und Seebach. Sucht
man einen Raum mit Eigenschaften o und 8 aber weder v noch §, so hat
man gute Chancen, ihn in [SS70] zu finden.

[Bou65] BOURBAKI, N. Topologie Général, Bd. 3 von Eléments de mathé-
matique. Hermann, Paris, 1965.

[Bre93] BREDON, G. E. Topology and Geometry, Bd. 139 von Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1993.

[Eng77] ENGELKING, R. General Topology. PWN, Warszawa, 1977.

135



136 19. Fine Eigenschaft von Drehungen im dreidimensionalen Raum

[Jan80] JANICH, K. Topologie. Springer-Verlag, 1980.
[Mun75] MUNKRES, J. R. Topology: a first course. Prentice-Hall, 1975.

[Que73] VON QUERENBURG, B. Mengentheoretische Topologie. Springer-
Verlag, 1973.

[SS70]  STEEN, L. A. und SEEBACH, J. A., JR. Counterexamples in
Topology. Holt, Rinehart and Winston, 1970.



	Metrische Räume und Homöomorphie
	Metrische Räume
	Homöomorphie
	Offene Mengen

	Topologische Räume
	Die Kategorie topologischer Räume
	Mehr Mengen
	Mehr Stetigkeit
	Unterräume und das Produkt zweier Räume

	Zusammenhang
	Zusammenhang
	Komponenten
	Wegzusammenhang

	Kompaktheit
	Kompaktheit
	Produkte
	Metrische Räume

	Produkte und mehr
	Initial- und Finaltopologien
	Spezialfälle
	Zwischenspiel: Abzählbares
	Produkte

	Quotienten: Identifizieren und Verkleben
	Äquivalenzrelationen
	Das Zusammenschlagen von Unterräumen
	Projektive Räume
	Saturierte Mengen
	Verkleben

	Ordinalzahlen ad hoc
	Wohlordnungen
	Der Wohlordnungssatz
	Die kleinste überabzählbare Ordinalzahl
	Endlich wieder Topologie

	Konvergenz I: Folgen und Netze
	Folgen
	Netze

	Konvergenz II: Filter
	Von Netzen…
	…zu Filtern
	Erste Eigenschaften
	Stetigkeit
	Häufungspunkte
	Kompaktheit
	Produkte
	Ultrafilter und der Satz von Tychonoff

	Trennungsaxiome
	Definitionen und erste Eigenschaften
	Beispiele
	Vererbung

	Reellwertige Funktionen
	Normale Räume
	Vollständig reguläre Räume

	Kompaktifizierungen
	Kompaktifizierungen
	Lokale Kompaktheit und die Ein-Punkt-Kompaktifizierung
	Die Stone-Cech-Kompaktifizierung

	Homotopie
	Homotopie
	Homotopieäquivalenz
	Homotopie relativ zu einem Unterraum

	Die Fundamentalgruppe
	Wege
	Die Fundamentalgruppe
	Der Einfluss des Basispunktes
	Freie Homotopie

	Überlagerungen und die Fundamentalgruppe von S1
	Erste Anwendungen der Fundamentalgruppe
	Der Brouwersche Fixpunktsatz
	Abbildungsgrad und der Hauptsatz der Algebra

	Der Satz von Seifert und van Kampen
	Push-Out-Diagramme
	Der Satz von Seifert und van Kampen

	Der Effekt des Anheftens von Zellen auf die Fundamentalgruppe
	Das Anheften einer Zelle
	Der Effekt auf die Fundamentalgruppe
	Projektive Räume

	99993em.5Eine Eigenschaft von Drehungen im dreidimensionalen Raum
	Das Experiment
	Modellierung
	Ein wenig über Matrixgruppen
	Über `39`42`"613A``45`47`"603ASO(3)
	Zurück zum Experiment


